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Powierzchnie obrotowe

Niech C : [a, b] — R? bedzie krzywa parametryczng i niech
C(t) = [x(t), y(t)]. Zdefiniujmy funkcje P : [a, b] x [c,d] — R3
nastepujaco:

Viclab)Vocle,q)  P(t,0) = [x(t), y(t) cos b, y(t)sind].
(Obracamy krzywa zawarta w ptaszczyznie OXY wokét osi OX).

Zbiér P([a, b] x [c,d]) C R3 nazywamy powierzchnia obrotowa
(ang. surface of revolution) wokét osi OX od kata ¢ do d.



Krzywa ~(t) = P(t,0) dla ustalonego 6 nazywamy potudnikiem
(ang. meridian), za$ krzywa 7n(0) = P(t, ) dla ustalonego t
nazywamy réwnoleznikiem (ang. parallel).

Jedli [c, d] = [0, 27], to powierzchnie obrotowa nazywamy petna.




Krzywa ~(t) = P(t,0) dla ustalonego 6 nazywamy potudnikiem
(ang. meridian), za$ krzywa 7n(0) = P(t, ) dla ustalonego t
nazywamy réwnoleznikiem (ang. parallel).

Jedli [c, d] = [0, 27], to powierzchnie obrotowa nazywamy petna.

Zamiast krzywej mozemy wzig¢ dowolng funkcje f : [a, b] — R, bo
mamy standardowa parametryzacje:

C(t) = (¢, f(2)).
Woéwczas powierzchnia obrotowa dana jest wzorem:

P(t,0) = [t,f(t)cos@, f(t)sinb].



circle of latitude

meridian




Niektére problemy z powierzchniami obrotowymi:

» zdegenerowane przypadki krzywej C: krzywa moze mieé
przeciecia, krzywa jest przeksztatceniem statym tzn.
C(t) = [x,y] (powierzchnia staje sie okregiem),

> krzywa przecina 0§ OX — wdwczas moze sie zdarzy¢, ze nie
bedziemy w stanie wyznaczy¢ powierzchni stycznej (pochodne
czastkowe sie zeruja),

» wybér kierunku dla normala ,wychodzacego” — kierunek
zalezy od orientacji krzywej.




Niektére problemy z powierzchniami obrotowymi:

» zdegenerowane przypadki krzywej C: krzywa moze mieé
przeciecia, krzywa jest przeksztatceniem statym tzn.
C(t) = [x,y] (powierzchnia staje si¢ okregiem),

> krzywa przecina 0§ OX — wdwczas moze sie zdarzy¢, ze nie
bedziemy w stanie wyznaczy¢ powierzchni stycznej (pochodne
czastkowe sie zeruja),

» wybér kierunku dla normala ,wychodzacego” — kierunek
zalezy od orientacji krzywej.

Przyktady powierzchni obrotowych:

» obrét odcinka réwnolegtego do osi OX daje powierzchnie
boczna walca,

> jedli odcinek jest pod katem do osi OX, to dostajemy
powierzchnie boczng Scietego stozka.



W 3D obrét o kat 6 wokét osi danej wektorem unormowanym r
mozemy wyrazi¢ macierza:

r24+c(l—r2) rr(l—c)—rs rr(l—c)+rs
TO)=|rry(l—c)+rs r2+c(l—r2) rnr(l—c)—rs|,
rer(l—c)—rs rr(l—c)+nrs r2+c(l-r?)

gdzie ¢ = cosf, s =sinf.

Jedli C : [a, b] — R3 oraz C(t) = [x(t),y(t), z(t)], to powierzchnia
obrotowa wzgledem osi r ma postac:

VielahVoe[e,d)  P(t,0) = C(t) T(0).



Powierzchnie rozwijalne (ang. ruled surfaces)

Niech C : [a, b] — R3 bedzie krzywa parametryczna oraz v € R3
bedzie wektorem. Powierzchnie parametryczna
P : [a, b] x [0,1] — R3 dana wzorem:

VuE[a,b]VtE[O,l] P(“? t) = C(U) +tv

nazywamy powierzchnig wyttaczang (ang. extruded surface).

Pochodne czastkowe wynosza:

oP o apP B
a(u, t) = C'(v) 5 (u,t) =v.



flu)




Niech C1, G : [a, b] — R3 beda krzywymi parametrycznymi.
Powierzchnie parametryczng P : [a, b] x [0,1] — R3 dang wzorem:

vuE[a,b]vve[O,l] P(“: V) = (1 - V)Cl(u) + VC2(U)

nazywamy powierzchnig wyciagnieta (ang. lofted surface).

Pochodne czastkowe wynosza:

glj(u, v) = (1= v)C(u) + vGy(u) g'\c:(u, v) = G(u) — Gi(u).



g (u)d

flu)




Powierzchnie ciaggnione (ang. sweep surfaces)

Zatézmy, ze mamy dane:
1. krzywa v : [a, b] — R3,
2. uktad wspétrzednych [ui(s), ua(s), uz(s)] w kazdym punkcie s
wzdtuz krzywej vy, np. tréjécian Freneta,
3. krzywa C : [c,d] — R3, C(t) = [x(t), y(t), z(t)], tzw. profil.
Zdefiniujmy P : [a, b] x [c, d] — R3 wzorem:

P(s, t) = 7(s) + x(t)us(s) + y(t)ua(s) + 2(t)us(s).

Powierzchnie parametryczng P nazywamy powierzchnia ciagniong
otrzymang przez ciggniecie C wzdtuz ~.



Profil Powierzchnia

ua(sl)




Wz6r powierzchni ciggnionej mozna uogélni¢ dopuszczajac
jednoparametrowa rodzine przeksztatcen afinicznych T
dziatajacych na krzywej C kiedy ciggniemy jg wzdtuz ~.

Definiujemy funkcje g1, 82,83 : [a, b] X [c, d] — R nastepujaco:

[gl(s’ t)a g2(57 t)a g3(5a t)] = TS(C(t))

oraz powierzchnie parametryczna

P(s,t) = (s) + gi(s; t)ui(s) + ga(s, t)ua(s) + gs(s, t)us(s).

Powierzchnie P nazywamy skrecona powierzchnig ciggniona.



Powierzchnie Coonsa

Szukamy powierzchni P : [0,1]?> — R3, ktéra interpoluje dane
cztery krzywe brzegowe: P(0,v), P(1,v), P(u,0), P(u,1).

S.A. Coons z MIT w latach 60-tych XX w. podat konstrukcje takie;
powierzchni.




Powierzchnie Coonsa

Szukamy powierzchni P : [0,1]?> — R3, ktéra interpoluje dane
cztery krzywe brzegowe: P(0,v), P(1,v), P(u,0), P(u,1).

S.A. Coons z MIT w latach 60-tych XX w. podat konstrukcje takie;
powierzchni.

Definiujemy operatory

Pi(u,v) = (1 —u)P(0,v) + uP(1,v),
Py(u,v) = (1 - v)P(u,0) + vP(u,1).

P interpoluje krzywe brzegowe w kierunku u, zas P> w kierunku v.



Definiujemy powierzchnie P : [0,1]?> — R3 nastepujaco:
P(u,v) = Pi(u,v)+ Pa(u,v) — ((1 — u)(1 — v)P(0,0)
+ (1 —u)vP(0,1) + u(1l — v)P(1,0) + uvP(1,1)).
Powierzchnie P nazywamy liniowym ptatem Coonsa.

p18=p(1,a)

plu,l)

Pag~
P(BJB) P11:
p(1,1)

pai=p(8,1)




Wz6r na liniowy ptat Coonsa mozemy zapisa¢ w postaci

macierzowe;j:
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Liniowe ptaty Coonsa mozna uogdlnié.

Niech by, b1, cp, c1 : [0,1] — R beda funkcjami takimi, ze
bo(0) =1, bo(1) = 0,b5:(0) =0, b1(1) =1,
Co(O) = 1, Co(l) = 0, Cl(O) = 07 Cl(l) =1.
Definiujemy operatory Pi, P> nastepujaco:

Pi(u,v) = bo(u)P(0,v) + b1(u)P(1,v),
Py(u,v) = co(v)P(u,0) + c1(v)P(u,1).



Teraz

P(u,v) = P1(u,v) + Pa(u, v) — (bo(u)co(v)P(0,
+ bo(u)cr(v)P(0,1) + bi(u)co(v)P(1,0)
+ bi(v)er(v)P(1,1))

9

—P(0,0) —P(0,1) P(0,v)| |co(v)
= [bo(u), b1(u),1] |—P(1,0) —P(1,1) P(1,v)| |c(v)
P(u,0)  P(u,1) 0 1

Powierzchnie P nazywamy ptatem Coonsa.



Jesli bo(u) + bi(u) =1 dla v e [0,1] lub co(v) + c1(v) =1 dla
v € [0, 1], to powierzchnia P jest niezmiennicza na transformacje
afiniczne, tzn. wystarczy podda¢ transformacji afinicznej krzywe
brzegowe.

Jedli za funkcje by, b1, co, 1 przyjmiemy nastepujace funkcje:

co(x) = (x — 1)%(2x + 1),
bi(x) = c1(x) = x*(3 — 2x),

oyl
o
—~~

X
N

I

to powierzchnie P nazywamy bikubicznym ptatem Coonsa.



Parametryczne powierzchnie tensorowe

Dla dowolnych przestrzeni wektorowych U, V, W nad ustalonym
ciatem K funkcje B : U x V — W nazywamy odwzorowaniem
dwuliniowym jesli

1.

Vul,u2euv37beK B(au1 + bU2, V) = aB(ul, V) + bB(Uz, V),

veVv

V oweu Vapek B(u,avi + bw) = aB(u,v1) + bB(u, vp).

vi,veV



Niech U, V beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem K oraz

dim U < oo, dim V' < co. Pare (T, t) ztozong z przestrzeni liniowej
T nad K oraz odwzorowania dwuliniowego t : U x V — T
nazywamy iloczynem tensorowym przestrzeni U, V jesli

1. T=<t(U,V) > — przestrzen rozpieta na obrazie t,
2. dim T =dim Udim V.

Oznaczmy U® V =T oraz u® v = t(u,v).

Elementy u ® v przestrzeni U ® V nazywamy tensorami prostymi.



Uwaga:

1. Jezeli (u1,...,up) jest baza przestrzeni U za$ (vi,...,vn)
baza V wéwczas uktad (u; @ vj 1 1 < i< n,1<j<m)jest
baza iloczynu tensorowego U ® V.

2. Jezeli przestrzenie U C K[X] oraz V C K[Y] sa
podprzestrzeniami przestrzeni wielomianéw, to
UV C K[X, Y] oraz (f ® g)(X,Y) = f(X)g(Y).




Parametryczna powierzchnig tensorowa stopnia (n, m) nazywamy
pare (f,S), gdzie f jest elementem iloczynu tensorowego
(R[U]n @ R[V]m)3, zaé S C R3 jest obrazem [0, 1] poprzez f.




Parametryczna powierzchnig tensorowa stopnia (n, m) nazywamy
pare (f,S), gdzie f jest elementem iloczynu tensorowego
(R[U]n @ R[V]m)3, zaé S C R3 jest obrazem [0, 1] poprzez f.

Zatbézmy, ze mamy bazy (ao, ..., an) przestrzeni R[U], i
(bo, ..., bm) przestrzeni R[V],,. Zatem S mozemy zapisa¢ w
postaci:

S(u,v) = Z Pii(ai ® bj)(u, v) ZZPUa, )bj(v).

0<i<n i=0 j=0
o<j<m

Punkty P € R3 nazywamy punktami kontrolnymi powierzchni S.

Graf o wierzchotkach Pj i krawedziach PPy, PjjP;j+1
nazywamy siatka kontrolna powierzchni S.




Niech f : A — R3 bedzie funkcja, gdzie A C R? jest obszarem na
ptaszczyznie. Pare (f, f(A)) nazywamy powierzchnig sklejang jesli
istnieje taki podziat A = Aj U...UA, zbioru A, ze
1. h(AjNAj)=0dla i # j — ptaty moga wspétdzieli¢ co
najwyzej krzywa,
2. obciecie (f|a;, f(A})) jest tensorowa powierzchnig

parametryczna dla i =1,...,n.
Jezeli reprezentacje krzywych za pomoca baz (ag, ..., an),
(bo, ..., bm) sa niezmiennicze na transformacje afiniczne (maja

wtasno$¢ otoczki wypuktej), to reprezentacja powierzchni za
pomocy bazy a; ® b; jest niezmiennicza na transformacje afiniczne
(ma wtasno$¢ otoczki wypuktej).



Powierzchnie bikubiczne

Powierzchnie bikubiczne s3 to powierzchnie tensorowe stopnia
(3,3).

Poniewaz dimR[T]3 = 4, wiec dimR[U]3 ® dimR[V]3 = 16.
Zatem pojedynczy ptat okreslony jest za pomoca 16 punktéw
kontrolnych.
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3 3 3 u2
S(U7 V) = Z (Z P,:,'Q,'(U)) bj(v) = Z [PojPleQJ'P3j]Ma u bJ(V)
j=0 \i=0 j=0 1
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=2 | [Pojs Pyjs Pajs PsjIMa | 1| Bi(v)
j=0
1
3 Poj
= Z[u3, u?, u, 1M le bj(v)
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= [u3,u2,u, 1]MaT

= [u3,u2,u7 1]M;,T

= [u3, u2, u, 1]MaT

Poo Po3
22 bo(v) + . + [, 2, u, )M 22 bs(v)
| P30 P33
Poo Pos
Dol bo(v) 4.+ | | ba(v)
P30 Ps3

[Poo ... Pos bo(v)

P30 ... Ps3] [b3(v)




V3
:[U3,U27U,1]MET Mb ‘j/
Py ... Ps3 1
V3
1.3 .2 T v
= [v’, v, u, 1M, - P- M, ,
1

M, jest macierza przejscia od bazy (ag, a1, a2, a3) do bazy
kanonicznej, za§ M}, jest macierza przejscia od bazy (bo, b1, b, b3)
do bazy kanoniczne;.



Zamiana reprezentacji w bazach (ag, ..., as), (bo,...,b3) do
reprezentacji w bazach (co, ..., c3), (do,...,d3):
3
3,2 T v
S(u,v)=[v, v, u, 1M, - P- M, ,
1
/3
2
= o3, 2 u, UM (MY MT P My - MY My ‘;
1
V3

= [U3, U2, u, 1]M<_T(M3 : Mc_l)T P (Mb ’ Md_l)Md

V2
v
1




Oznaczmy przez @ = (M, - MZY)T - P - (Mp - M '), Wéwczas

3

S(u,v) =3, v?, u, 1IM] - Q - My

v

v
v
1




Podziat ptata na cztery pfaty

Mamy ptat S : [0,1]?> — R3 oraz wartosci ug, vo € [0, 1]. Chcemy
podzieli¢ ptat S na cztery ptaty: Soo = Sl0,u0]x[0,v0]"
So1 = Sljo,ue]x[v0,1]+ 510 = Sl[ue,11x[0,0] 511 = Sl{uo,1]x[v0,1]-




Przeprowadzajac podobne obliczenia jak w przypadku krzywych
otrzymujemy punkty kontrolne poszczegdlnych ptatéw:

Soo — (La(w)) " - P - Lp(vo), S10 — (Ra(uo)) "™ - P+ Lp(wo),
So1 — (La(w))" - P - Rp(w), Si1 — (Ra(w))" - P - Rp(w),
gdzie macierze L.(t) i R.(t) maja te sama postac jak w przypadku

podziatu krzywej kubicznej, a symbol w indeksie dolnym oznacza,
ktérej macierzy przejscia uzyé.



Bikubiczne powierzchnie Béziera (ptaty Béziera)

Podobnie jak w przypadku krzywych Béziera jako wielomiany
bazowe bierzemy wielomiany Bernsteina. Zatem ptat
S :[0,1]2> — R3 dany jest wzorem:

3 3
vu,vE[O,l] 5(”7 V) = ZZ PUB?(U)Bjs(V)v

i=0 j=0

gdzie B,f jest k-tym wielomianem Bernsteina stopnia p.



Punkty kontrolne i siatka kontrolna ptata Béziera




Ustalmy u = 0. Wéwczas

3 3
5(0,v) =YY P;B}0)B}(v).

i=0 j=0

Poniewaz B3(0) = 1 oraz B3(0) = 0 dla i # 0, wiec

3
S(0.v) =) PoiB}(v).
j=0

Zatem otrzymujemy krzywa Béziera.

Podobne obliczenia mozemy zrobi¢ dla u=1, v=0, v =1.



Zatem krawedziami ptata Béziera s3 krzywe Béziera.

Z tego wynika réwniez, ze ptat interpoluje narozne punkty
kontrolne, tzn. S(0,0) = Pgo, S(0,1) = Po3, S(1,0) = Psp,
5(1,1) = Ps3.

Wyznaczanie punktu na ptacie:

3 3 3
)-S5 rEwE0 -3 (S ae) o

i=0 j=0 i=0

3
=Y QiB(u)
i=0



3
S(u,v) = ZZPUB3 Z(ZPU83 ) P(v)
i=0j=0 j=0
3

= Z Qijs(V)
=0

Czyli wszystko sprowadza sie do wyznaczenia punktéw na
krzywych. Do tego celu mozemy uzy¢ wzoru lub algorytmu de
Casteljau.









Podwyzszanie stopnia pfata (dowolnego stopnia)

Aby podwyzszy¢ stopien ze wzgledu na zmienng u (czyli
reprezentacje w bazie B,-"H(U)BJ-’”(V)) wystarczy zastosowac
procedure podwyzszania stopnia do wszystkich wierszy siatki
kontrolnej.

Analogicznie wyglada podwyzszanie stopnia ze wzgledu na
zmienng v, tzn. operujemy na kolumnach siatki kontrolne;j.



taczenie ptatéw Béziera

Jest to uogdlnienie faczenia krzywych. taczenie C° sprowadza sie
do tego zeby w miejscu faczenia (wiersz lub kolumna siatki) punkty
ostatniego wiersza (lub kolumny) byty réwne punktom pierwszego
wiersza (lub kolumny) drugiego ptata. W przypadku C! potaczenie
musi by¢ C% oraz odpowiednie wektory musza by¢ sobie réwne.

P11=Quo

P214=Q20




Ptaty wymierne

Podobnie jak w przypadku krzywych mozemy wprowadzi¢ ptaty
wymierne. Ptat taki dany jest wzorem:

>0 2o Wi Pyjai(u)bj(v)

B J
S(u,v) = o 2o wiai(u)bi(v)

gdzie wj; € R s3 to wagi, Pjj € R3 s3 to punkty kontrolne, a aj, b;
wielomiany bazowe dla i € {0,...,n}, j € {0,..., m}.

Jedli jako wielomiany bazowe wezmiemy wielomiany Bernsteina, to
otrzymujemy wymierny ptat Béziera, za$ jesli weZmiemy funkcje
bazowe NP, to otrzymamy powierzchnie NURBS.



Wspotrzedne barycentryczne

Zatézmy, ze mamy punkty Py, ..., P, i rozwazmy zbiér ich
kombinacji afinicznych:

P=oaoPy+ 1P+ ...+ apPy,

gdzieag+ ...+ a, = 1.

Zbidr ten tworzy przestrzen afiniczng, a wspétrzedne («o, . . ., ap)
nazywamy wspdtrzednymi barycentrycznymi.



W grafice komputerowej najczesciej korzysta sie ze wspotrzednych
barycentrycznych wzgledem trzech punktéw (wierzchotkéw
tréjkata). Zatem mamy punkty Py, Pi, P, a kazdy punkt nalezacy
do ptaszczyzny wyznaczonej przez te punkty mozemy przedstawic
w postaci:

P =agPy+ a1P1 + aPs,

gdzie ag + a3 + ap = 1.

Jedli ap, a1, ap € [0,1], to punkt P lezy wewnatrz trjkata o
wierzchotkach Py, Py, Po.

Jesli ktéres o = 0, to punkt P lezy na odcinku taczacym punkty o
niezerowych wartosciach a.

Jedli ktéres o & [0, 1], to punkt P lezy poza trdjkatem o
wierzchotkach Py, Py, Po.



Jak wyznaczy¢ wspétrzedne barycentryczne majac wspoétrzedne
kartezjanskie?




Jak wyznaczy¢ wspétrzedne barycentryczne majac wspoétrzedne
kartezjanskie?

Niech Py = [xo, yo], P1 = [x1,y1], P2 = [x2, y2] oraz P =[x, y].
Woéwczas wspdtrzedne barycentryczne (ag, a1, ap) spetniaja
rownos¢:

X0 X1 X2| |G&o

Yo y1 y2f |o1| =

1 1 1| a2

=< X

Zatem aby wyznaczy¢ wspotrzedne barycentryczne nalezy
rozwigzaé powyzszy uktad réwnan, gdzie niewiadomymi s3 ag, a1,
Q9.

Poniewaz wspétrzedne barycentryczne wzgledem wierzchotkéw
tréjkata sg szeroko stosowane w grafice komputerowej istnieja
gotowe algorytmy do ich wyznaczania.



Tréjkatne ptaty Béziera

Ptaty te wprowadzone zostaty w 1959 r. przez Paula de Casteljau.




Tréjkatne ptaty Béziera

Ptaty te wprowadzone zostaty w 1959 r. przez Paula de Casteljau.

Wielomianem Bernsteina stopnia n trzech zmiennych nazywamy
wielomian: |
—uiwk,
ikl

gdzie i,j,k > 0oraz i+ j+ k= n.

ng(u, v, w) =

Ponadto przyjmujemy, ze Bf, (u,v,w) =04dla i <0, <0, k<0
lub i +j+ k #n.



Zmienne u, v, w (z warunkiem u+ v + w = 1) mozemy przyjac za
wspbtrzedne barycentryczne punktu na ptaszczyznie, w uktadzie
odniesienia punktéw [1,0,0], [0,1,0], [0,0,1].

Tréjkat ten przyjmowany jest za dziedzine ptata trdjkatnego.

Zamiast trzech parametréw u, v, w mozemy wprowadzi¢ dwa
parametry s, t nastepujaco:

u=s, v =rt, w=1-—s—1t.

Podejécie z dwoma parametrami stosuje sie w implementacji.



Tréjkatny ptat Béziera stopnia n okreslony jest wzorem:

P(u,v,w) Z Pijk Bijic(u, v, w),

ij,k=0
i+j+k=n

gdzie Py € R3 nazywamy punktami kontrolnymi.

Dla stopnia n liczba punktéw kontrolnych wynosi 3(n + 1)(n + 2).




Rozmieszczenie punktéw kontrolnych dla réznych stopni
tréjkatnego ptata Béziera.

n=2
=1
n Poao
Poig Poin P
Poor Pioo Pox  Puin Pao
n=4

n=3 Poao

Po3o Poz1 P

P Piao Pos  Pior Pay

Poiz P P Pyis  Pia  Pour Py

Poos Pz Pt Do Poos Pz Pz Psor Paoo




Trojkatny ptat Béziera stopnia 3.

Po30
P120

P210 Poo3

P300



Jedli ustalimy u =0, to

P(0, v, w) Z Pijk Bjjx (0, v, w) Z Pojk—v W

1kl
i,j,k=0 j,k=0 k
i+j+k=n Jtk=n
gdziev+w = 1.
Zatem

P(v)= > Pojkl—/llv 1—v)k Z e n! = vi(1—v)rd

J,k=0
j+k=n

n
=Y PojnjBl(v).

j=0

Czyli dostajemy krzywa Béziera. Podobne obliczenia mozemy
przeprowadzi¢ dla v =01i w = 0.



Algorytm de Casteljau

Mozna pokazaé, ze prawdziwa jest zalezno$¢:

1, gdyi=j=k=0,
B’Jk:{

0, w przeciwnym razie,
B (u,v,w) = uB;" 1dk(u v, w) + VB:,J 1 k(u v, w) + WBU Pl 1(u, v, W),
gdzie i,j,k>0,i+j+ k=noraz n>0.

Zaleznos$¢ ta jest podstawg algorytmu de Casteljau dla tréjkatnych
ptatéw Béziera.



Algorytm 1: Algorytm de Casteljau dla tréjkatnych ptatéw
Béziera
Dane: Puk dlai,j,k>0, i+ j+ k= noraz (ug, vo, wp).
Wynik: punkt na ptacie, tzn. P(up, vo, wp).
for h=1,...,ndo
forij,k>0 i+j—|—k:n—hdo
-1 h—1 h—1
L Pl = :+1,jk + Pk + woPj

return P(up, vo, wo) = Pgyg




Algorytm de Casteljau dla tréjkatnego ptata Béziera stopnia 3.

030

003 102 201 300

010

001 100




Podwyzszanie stopnia

Mamy pfat stopnia n dany za pomoca 3(n + 1)(n + 2) punktéw
kontrolnych Pjy. Szukamy punktéw kontrolnych Qjjc, ktére
reprezentuja te sama powierzchnie, ale stopnia n+ 1, tzn.

Z 'DiJ'kng(u7 v, w) = Z Q,‘jkBgz_l(u, v, w).

i,j:k=0 i,j;k=0
i+j+k=n i+j+k=n+1

Stosujac podobne obliczenia jak dla krzywych mozna pokaza¢, ze

1 .
Qijk = P [iPi—1,jk + jPij-1k + kPjk-1]-



taczenie ptatéw

Aby potaczy¢ dwa ptaty tréjkatne z regularnoécia C° wystarczy, ze
punkty kontrolne wzdtuz taczenia beda sobie réwne.

taczenie z regularnoécia C' pokazemy tylko dla n = 3. Przy
oznaczeniach z rysunku z kolejnego slajdu musza by¢ spetnione
warunki:

Po12 — Poos = a(P102 — Poo3) + B( Q102 — Qoo3),

Po21 — Po12 = a(P111 — Po12) + B(Q111 — Qo12),

Poso — Po21 = a(P120 — Po21) + B( Q120 — Qo21)-

Czyli odpowiednie wektory musza lezeé¢ na jednej ptaszczyznie.



Poso Qoso

Q(u,v,w)
e Qi1

Qoo3




Pochodne ptata

Niech
P(u,v) = P(u,v,1 —u—v),
Bi?k(ua V) = B/?k(“? v, 1—u— W)
Wéwczas
oP
a(“ v) = Z Buk Hu, V)Pit1jks
i,j,k=0
i+j+k=n—1
oP
E(U, v) = Z BUk (U7 V)Piji1k-
i,j,k=0
i+j+k=n—1



Ptaty tréjkatne mozna uogdlni¢ na dowolny wielokat. Ptaty takie
nazywamy S-pfatami (ang. S-patch).

Przyktad S-ptatadla S=4in=2.

b20000

bOZOOO




Powierzchnie subdivision
Powierzchnie subdivision sg przeniesieniem pomystu krzywych
subdivision na powierzchnie. Powierzchnia dana jest poprzez
zgrubna siatke (siatke kontrolng) oraz reguty, ktére wykonujemy
rekurencyjnie na siatce kontrolnej.

Wykonujac kolejne iteracje siatka kontrolna ulega wygtadzeniu.
Przechodzac z procesem wygtadzania do nieskonczonosci
otrzymujemy gtadka powierzchnie.

Reguty dla powierzchni najczesciej podawane s3 w formie masek.

Powierzchnie subdivision staty sie podstawowym rodzajem
powierzchni stosowanym przez studio Pixar. Pixar udostepnit nawet
specjalng biblioteke do obstugi powierzchni subdivision:

http://graphics.pixar.com /opensubdiv/docs/intro.html


http://graphics.pixar.com/opensubdiv/docs/intro.html

Powierzchnia Catmulla-Clarka

Powierzchnia Catmulla-Clarka przedstawiona zostata w 1978 roku.
Bazuje ona na iloczynie tensorowym kubicznych bsplainéw i jest
dana za pomoca siatki kontrolnej ztozonej z czworokatéw. Za
pomoca tego schematu otrzymujemy powierzchnieg, ktéra jest klasy
C? wszedzie za wyjatkiem wierzchotkéw wyjatkowych (tzn. takich
ktérych walencyjnoéé jest rézna od 4), gdzie jest tylko klasy C*.



Maski definiujace reguty do powierzchni Catmulla-Clarka

1 ;O

1 1

g N
il 1 1 1

Maski uzywane dla wierzchotkéw przy brzegu

1.1191

Dla kazdej z masek wspdtczynniki w masce podzielone s3 przez
sume wspdtczynnikéw (wspdtczynniki musza sumowac sie do 1).




Siatka kontrolna (géra) i trzy pierwsze iteracje (d6t).




W przypadku powierzchni Catmulla-Clarka zamiast uzywaé masek
mozemy zastosowaé nieco inne podejscie, ktére zostato
zaproponowane w:

Warren, J., Schaefer, S.: A Factored Approach to Subdivision
Surfaces. IEEE Computer Graphics and Applications 24(3), 74-81,
(2004)

Pojedynczg iteracje dzielimy na nastepujace etapy:
1. etap liniowy (ang. linear stage),
2. etap usredniania (ang. averaging stage),
3. korekcja.



W etapie liniowym dla kazdej $cianki wyznaczmy $rodki krawedzi
oraz $rodek Scianki. Nastepnie tworzymy nowe $cianki nastepujaco
(na czarno oznaczono wierzchotki oryginalnej siatki, a kolorem
szarym nowe wierzchotki):

- ———- -+— ————— )




W etapie usredniania modyfikujemy jedynie wierzchotki.

Na poczatku inicjalizujemy nowe pozycje wierzchotkéw przez
(0,0,0). Nastepnie dla kazdej Scianki (po etapie liniowym)
obliczamy jej srodek i dodajemy go do pozycji kazdego wierzchotka
tworzacego rozwazang Scianke. Po przejSciu wszystkich Scianek
dzielimy kazdy wierzchotek przez jego walencyjno$¢. Walencyjnos$é
wierzchotkéw mozemy obliczyé réwnoczesnie z obliczaniem
Srodkéw Scianek.



Korekcja ma na celu zmniejszenie nieciggtosci powierzchni i polega
na zmianie pozycji wierzchotkéw siatki. Niech p; oznacza
wierzchotek po etapie liniowym, p; wierzchotek po etapie
usredniania. Zmieniamy pozycje wierzchotka zgodnie z
nastepujacym wzorem:

pi + w(n)(pi — pi),

gdzie n to walencyjnos¢ wierzchotka, a w jest funkcja opisujaca
wspdtczynnik korekcji (ang. correction factor), ktéra dla
powierzchni Catmulla-Clarka ma postac:




Przyktady innych powierzchni subdivision

Powierzchnia Loopa

Interior

ol -

-
~
“lwe

Crease and boundary
3
b. Masks for even vertices

e
K
2

1
3
a. Masks for odd vertices
gdzie 3 = 1(3 — (2 + % cos 2)?) oraz k to walencyjnos¢
wierzchotka.



Powierzchnia motyla (ang. butterfly)

I

1 3 1

VTN /\ /16
\ / N\ /

. 1
6 1 "6
Mask for interior odd vertices with
regular neighbors

— e
1 9 9 ]
G 16 16 G
Mask for crease
and boundary vertices
a. Masks for odd vertices b. Mask for odd vertices adjacent to

an extraordinary vertex

gdzie k — walencyjno$¢, a s; = (% + cos 2;(“ + 3 cos 4,’(”)

k>5.Dlak=3, 5= S1 =5 = — 12 Dla k=4, s =
5125320,52:—

gdy
5 §
12 8

00—



Powierzchnia Doo-Sabin

B 1 3

T T 16 16
- \\\a‘
o | .

S )% 3 9

/ 16 16

/ regular vertex

Mask for boundary vertices

. .y . 3+2cos 27
gdzie k — walencyjnos¢, ag = % + % o= % dla

i=1,2,... k—1.



Poréwnanie réznych powierzchni subdivision dla tej samej siatki
kontrolnej

Loop Butterfly

Catmull-Clark Doo-Sabin
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Loop Butterfly

-

Catmull-Clark Doo-Sabin




