MODELOWANTIE GEOMETRYCZNE
Zestaw 2

Krzywe kubiczne

Krzywe kubiczne (j. krzywe stopnia trzeciego) sa najczesciej uzywanymi krzywymi w gra-
tice komputerowej. Sa to krzywe parametryczne, ktére dane sa przez cztery punkty kon-
trolne Py, Py, P2, P; € R? (lub R3) oraz macierz przejscia od pewnej bazy do bazy potegowej
(#3,#2,1,1). Krzywa kubiczna C : [0,1] — R? (lub IR%®) mozna zapisa¢ w postaci:
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C(t) = (Po, P, P, P3) -M - (1)

gdzie t € [0,1] oraz M € R} jest macierza przejcia z pewnej bazy do bazy potegowe;.
W zaleznosci od uzytej macierzy przejscia bedziemy moéwic¢ o réznych rodzajach krzy-
wych kubicznych:

1. krzywa Béziera
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2. krzywa Catmulla-Roma
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gdzie w € [0, 1] jest napieciem krzywej,
4. krzywa b-splain
-1 3 =31
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Do opisu pojedynczego segmentu krzywej wystarczy poda¢ cztery punkty kontrolne
Py, Py, P>, P3 oraz zna¢ macierz M danej bazy. Zazwyczaj mamy do czynienia z krzywymi
sklejanymi, sktadajacymi sie z wielu segmentéw. W pelnej ogélnosci moznemy segment
opisywa¢ oddzielna czwoérka punktow:

M, P, pM pMy, (P pD p® py, . (6)
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W praktyce cze$¢ punktéw jest jednak wspétdzielona pomiedzy kolejnymi segmentami. To
znaczy istnieje taka liczba c < 4, ze Pﬁ o+ = P].(ZH). Moéwimy wtedy, ze w danej reprezen-

tacji kolejne segmenty wspoétdziela ¢ punktéw kontrolnych.

Kubiczne krzywe Béziera

Dla kubicznych krzywych Béziera zwiazek pomiedzy punktami kontrolnymi a ksztat-
tem krzywej jest nastepujacy: krzywa przechodzi przez punkty Py i P3 oraz styczna w
punkcie Py jest réwna trzykrotnosci wektora PyP;, za$ styczna w P; jest rbwna potrojo-

nemu wektorowi P, P3. Rysunek 1(a) przedstawia przyktadowa kubiczna krzywa Béziera.

W przypadku sklejania kubicznych krzywych Béziera, aby polaczenie dwdch segmen-
tow bylo ciagle musi zachodzi¢ warunek: ostatni punkt kontrolny pierwszego segmentu
musi by¢ taki sam jak pierwszy punkt drugiego segmentu. Jesli chcemy aby segmenty byty
polaczone gladko, to musza zachodzi¢ warunki: potaczenie musi by¢ ciagle oraz trzeci,
czwarty punkt kontrolny pierwszego segmentu oraz drugi punkt kontrolny drugiego seg-
mentu musza by¢ wspoétliniowe. Rysunek 1(b) przedstawia przykladowa sklejana kubiczna
krzywa Béziera.

(a) kubiczna (b) sklejana
Rysunek 1. Przykladowe krzywe Béziera

Do znajdowania punktu na krzywej Béziera oprécz wzoru (1) mozna uzy¢ algorytmu
rekurencyjnego zwanego algorytmem de Casteljau (Algorytm 1). Rysunek 2 przedstawia
interpretacje geometryczna algorytmu de Casteljau. Algorytm de Casteljau nie tylko daje
nam mozliwo$¢ znajdowania punktu na krzywej Béziera, ale réwniez podzial krzywej
na dwie krzywe Béziera z punktami kontrolnymi P, P&,Pg, Pg’ dla ,lewej” krzywej oraz
Pg, Plz, le, Pg dla ,prawej” krzywe;.

Kubiczne krzywe Catmulla-Roma

Dla kubicznej krzywej Catmulla—-Roma zwiazek miedzy punktami kontrolnymi a ksztat-
tem krzywej jest nastepujacy: krzywa interpoluje punkty kontrolne P;, P, oraz styczna w
punkcie P; jest polowa wektora PyP,, za$ styczna w P, polowa wektora P; P3. Rysunek 3(a)
przedstawia przykladowa kubiczna krzywa Catmulla—Roma oparta na tych samych punk-
tach kontrolnych co krzywa Béziera z Rysunku 1(a).

Ze zwiazku miedzy punktami kontrolnymi a ksztattem krzywej widzimy iz, aby skle-
jana krzywa Catmulla—Roma byla ciaglta potrzeba i wystarcza, aby kolejne segmenty wspot-
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Algorytm 1: Algorytm de Casteljau znajdowania punktu na kubicznej krzywej
Béziera

Dane: P{, P}, P, P{ oraz t € [0,1]

Wynik: punkt na krzywej

fori=1,...,3do

forj=0,.. —ido
| Pi=(1-1)- Pt P

return C(t) = P§

Rysunek 2. Algorytm de Casteljau

dzielity trzy punkty kontrolne. Ponadto sklejana krzywa Catmulla—Roma jest gtadka. Rysu-
nek 3(b) przedstawia przykladowa sklejana krzywa Catmulla—Roma oparta na tych samych
punktach kontrolnych co sklejana krzywa Béziera z Rysunku 1(b).

Podobnie jak dla krzywej Béziera réwniez dla krzywej Catmulla—Roma istnieje algorytm
znajdowania punktu na krzywej inny niz uzycie wzoru (1). Algorytm ten nosi nazwe algo-
rytmu Barry’ego-Goldmana (Algorytm 2). W algorytmie tym wspélczynnik oc;. okreslony
jest nastepujaco:

i(t):{%(i+j_1_t)' gdying (7)

1—t, gdy i = 3.

Algorytm 2: Algorytm Barry’ego-Goldmana znajdowania punktu na kubicznej
krzywej Catmulla—Roma

Dane: P, P), P9, P) oraz t € [0,1]

Wynik: punkt na krzywej

fori=1,...,3do

L forj=0,...,3—ido

tPl—a P (1 ai (1) P

return C(t) = P}




(a) kubiczna (b) sklejana

Rysunek 3. Przyktadowe krzywe Catmulla-Roma
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Zadanie

Napisa¢ aplikacje prezentujaca rézne krzywe kubiczne. Aplikacja powinna posiadac naste-
pujace funkcjonalnosci:

okreslenie liczby punktéw aproksymujacych krzywa,

rysowanie krzywej kubicznej o zadanych punktach kontrolnych,

rysowanie punktéw kontrolnych krzywej,

wlaczenie/wylaczenie rysowania krzywej,

wlaczenie /wylaczenie rysowania punktéw kontrolnych,

zmiana polozenia punktéw kontrolnych za pomoca myszki,

wybor typu krzywej kubicznej: Béziera, Catmulla—Roma, kardynalna, b-splain,
w przypadku krzywej kardynalnej mamy mie¢ mozliwo$¢ podania wartosci «,

w przypadku krzywej Béziera zaimplementowa¢ rysowanie z wykorzystaniem wzoru (1)
oraz algorytmu de Casteljau,


http://www.pkoprowski.eu/ggg/index.html

* w przypadku krzywej Catmulla-Roma zaimplementowa¢ rysowanie z wykorzysta-
niem wzoru (1) oraz algorytmu Barry’ego-Goldmana.

Przykltadowy wyglad obszaru renderingu aplikacji przedstawia Rysunek 4.

Rysunek 4. Zawarto$¢ okna po uruchomieniu aplikacji



