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Kwaterniony

W XIX w. prébowano znalez¢é uogdlnienie obrotu 2D danego za
pomocy liczb zespolonych na przypadek 3D. 16 pazdziernika 1843
roku podczas spaceru z zong Hamilton wpadt na pomyst jak co$
takiego zrobi¢. Swéj twér Hamilton nazwat kwaternionami.

Hamilton zdefiniowat kwaternion jako liczbe postaci:
qg=s+ia+ jb+ kc,

gdzie s,a,b,c € Roraz i? = j? = k? = ijk = —1

j=k — Jk=i  ki=],




Zbiér kwaternionéw oznaczamy przez H.




Zbiér kwaternionéw oznaczamy przez H.

Kwaternion mozemy zapisa¢ w rébwnowaznej postaci:

q=[s,v],

gdzie s € R, v € R3.




Zbiér kwaternionéw oznaczamy przez H.

Kwaternion mozemy zapisa¢ w rébwnowaznej postaci:
q=[s,v],

gdzie s € R, v € R3.

Jesli dodatkowo wektor v przedstawimy jako kombinacje liniowa
wektoréw i = [1,0,0], j = [0,1,0], k =[0,0,1], to kwaternion
mozemy zapisaé w postaci:

g =[s,xi + yj+ zK],

gdzie s, x,y,z € R.



Podstawowym dziataniem na kwaternionach jakie bedziemy
potrzebowa¢ to mnozenie:

[Sa, a][sp, b] = [sasp — @+ b, s;b + spa +a x b]

Mnozenie kwaternionéw nie jest przemienne!!




Podstawowym dziataniem na kwaternionach jakie bedziemy
potrzebowa¢ to mnozenie:

[Sa, a][sp, b] = [sasp — @+ b, s;b + spa +a x b]
Mnozenie kwaternionéw nie jest przemienne!!

Rozwazmy dwa kwaterniony g, = [2, —2i + 3] — 4k],
qp = [1, —2i + 5] — 6k]. Policzymy ich iloczyny g.qp oraz qpq..



Gaqp =[2-1—(=2-(=2) +3-5+ (—4) - (—6)),2(—2i + 5j — 6k)
+1(—2i+3j—4k) + (3- (—6) — (—4) - H)i
—((=2) - (=6) = (=4) - (=2))i + ((=2) - 5 = 3 (=2))K]
= [—41, —4i 4 9j — 20k]

GbGa = [1-2— (=2 (=2) + 53+ (—6) - (—4)), 1(—2i + 3} — 4k)
+2(=2i+ 5] — 6k) + (5 (—4) — (—6) - 3)i
= ((=2) - (=4) = (-6) - (-=2))i + ((=2) - 3=5-(=2))K
= [—41, —-8i + 17] — 12K]



Mnozenie kwaternionéw mozemy réwniez przedstawi¢ w postaci
macierzowej:

Xa  Sa —Za  Ya Xb
Sa, al[sp, b] =
[52:allsp. B Ya Za Sa —Xa| |¥b

Za —VYa Xa Sa Zp




Dodawanie/odejmowanie kwaternionéw:

[537 a] + [Sb, b] = [Sa + Sp, a + b]




Dodawanie/odejmowanie kwaternionéw:

[sa,a] & [sp, b] = [52 £ sp,a £ b]

Mnozenie kwaternionu przez skalar A € R:

Als,v] = [As, AV]




Kwaternion, dla ktérego s = 0 nazywamy czystym kwaternionem.




Kwaternion, dla ktérego s = 0 nazywamy czystym kwaternionem.

Poniewaz dowolny wektor v mozemy przedstawi¢ w postaci v = vV,
gdzie v = ||v|| i ||¥|| = 1, wiec czysty kwaternion mozemy
przedstawi¢ w postaci

[0,v] = [0, v¥] = v[0,7].




Kwaternion, dla ktérego s = 0 nazywamy czystym kwaternionem.

Poniewaz dowolny wektor v mozemy przedstawi¢ w postaci v = vV,
gdzie v = ||v|| i ||¥|| = 1, wiec czysty kwaternion mozemy
przedstawi¢ w postaci

[0,v] = [0, v¥] = v[0,7].

Kwaternion postaci [0, V], gdzie ||¥|| = 1 nazywamy kwaternionem
Jjednostkowym.



Kwaternion sprzezony do kwaternionu g = [s, v]:

q =[s, V]




Kwaternion sprzezony do kwaternionu g = [s, v]:

q =[s, V]

Sprzezenie kwaternionu ma nastepujace wtasnosci:
> 99" = q"q,
> (9295)" = q595-




Kwaternion sprzezony do kwaternionu g = [s, v]:
q" = [s, V]
Sprzezenie kwaternionu ma nastepujace wtasnosci:

> 99" =q"q,
> (9295)" = q595-

Norma kwaternionu g = [s, v]:

gl = /s> + [IvI]>.



Mozna pokazaé, ze
> qq* = |ql?,
> |q.q6]% = |qal?|qs|?,
> |qaqb| = |qallgs.




Mozna pokazaé, ze
> qq* = |ql?,
> |qa96]* = [qal*|qb/*,
> |qaqb| = |qallgs.

Kwaternion ¢’ nazywamy znormalizowanym, gdy

r_ 9
gl

q




Mozna pokazaé, ze
> qq* = |ql?,
> |q.q6]% = |qal?|qs|?,
> |qaqb| = |qallgs.

Kwaternion ¢’ nazywamy znormalizowanym, gdy

;g
q —_
]
Kwaternion odwrotny do g:
-1 q*
q =
|q]?

Mozna pokazaé, ze:

(9295) ' =g, g5t



Wezmy kwaternion g postaci:
1 1
= —6,sin =6V
q [cos2 ,sin > 7],

gdzie ||V|| = 1 oraz czysty kwaternion p przechowujacy wektor p,
tzn.




Wezmy kwaternion g postaci:
1 1
= —6,sin =6V
q [cos2 ,sin > 7],

gdzie ||V|| = 1 oraz czysty kwaternion p przechowujacy wektor p,
tzn.

Jedli policzymy

apq
to okazuje sie, ze otrzymujemy czysty kwaternion przechowujacy
wektor p obrécony wokét osi ¥ o kat 6.



Wezmy kwaternion g postaci:
1 1
= —6,sin =6V
q [cos2 ,sin > 7],

gdzie ||V|| = 1 oraz czysty kwaternion p przechowujacy wektor p,
tzn.

Jedli policzymy

apq
to okazuje sie, ze otrzymujemy czysty kwaternion przechowujacy
wektor p obrécony wokét osi ¥ o kat 6.

Kwaternion g~!pg dokonuje obrotu w odwrotna strone, tzn. o kat
—6.



Niech g = [s,v] = [s,xi + yj + zk] i |g] = 1 oraz
p = [0, p] = [0, xpi + ypj + zpk].
Kwaternion gpg~! mozna zapisaé w postaci macierzowej:

0 0 0 0
1-2(y>+2%) 2(xy —s2) 2(xz + sy) Xp
20xy +sz) 1-2(x*>+2%) 2(yz-— sx) Yp
2(xz — sy) 2yz+sx)  1-2(x>+y?)]| |z




Niech g = [s,v] = [s,xi + yj + zk] i |g] = 1 oraz
p = [0, p] = [0, xpi + ypj + zpk].
Kwaternion gpg~! mozna zapisaé w postaci macierzowej:

1 0 0 0 0
1 0 1-2(y*>+2%) 2(xy—sz) 2(xz + sy) Xp
Pa = o 20xy +sz)  1-2(x*+2%) 2(yz— sx) Yp
0 2(xz—sy) 2yz+sx)  1-2(x>+y?)]| |z
Macierz
1-2(y>+2%) 2(xy —s2) 2(xz + sy)
20xy +sz) 1-2(x*>+2%) 2(yz— sx)
2(xz — sy) 20yz+sx) 1-2(x2+y?)

reprezentuje macierz obrotu.



Zatézmy, ze chcemy dokonaé dwdch obrotéw po sobie, ktére sa
reprezentowane przez kwaterniony g1 i qo.




Zatézmy, ze chcemy dokonaé dwdch obrotéw po sobie, ktére sa
reprezentowane przez kwaterniony g1 i qo.

Kuszacym jest przekonwertowanie kwaternionéw na macierze i
wymnozenie ich. Nie jest to najbardziej efektywny sposéb taczenia
rotacji. Najlepszym sposobem jest faczenie ich jako kwaterniony i
pdzniejsza konwersja otrzymanego kwaternionu na macierz.




Zatézmy, ze chcemy dokonaé dwdch obrotéw po sobie, ktére sa
reprezentowane przez kwaterniony g1 i qo.

Kuszacym jest przekonwertowanie kwaternionéw na macierze i
wymnozenie ich. Nie jest to najbardziej efektywny sposéb taczenia
rotacji. Najlepszym sposobem jest faczenie ich jako kwaterniony i
pdzniejsza konwersja otrzymanego kwaternionu na macierz.

Najpierw dokonujemy obrotu uzywajac gi:
q1pa;
a nastepnie obrotu uzywajac qo:
a(qpa; ey
Co mozemy zapisaé nastepujaco:

(q2q1)p(q2q1) *



