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Fraktal jako atraktor

Niech (X, d) bedzie przestrzeniag metryczng zupetna. Niech
ponadto H(X) oznacza przestrzen niepustych podzbioréw zwartych
przestrzeni X.
Definicja
Niech (X, d) bedzie przestrzenig metryczng zupetng, x € X
i B € H(X). Rozszerzmy metryke d na zbidr X x H(X)
nastepujaco:

d(x,B) = min{d(x,y) : y € B}.
Woéwczas méwimy, ze d(x, B) jest odlegtoscia punktu x od zbioru
B.



Definicja

Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna zupetna oraz niech
A, B € H(X). Rozszerzmy metryke d na zbiér H(X) x H(X)
nastepujaco:

d(A, B) = max{d(x,B) : x € A}.

Woéwczas méwimy, ze d(A, B) jest odlegtoscia zbioru A od zbioru
B.

Zauwazmy, ze tak zdefiniowane rozszerzenie metryki d jeszcze nie
jest metryka w H(X). Nie spetnia ono warunku symetrii.



Rozwazmy przestrzef metryczna (R2, d.) i dowolne dwa niepuste
zbiory zwarte A, B € H(R?) takie, ze A C B, np.
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Poniewaz A C B, wiec dla dowolnego x € A mamy, ze

d(x, B) = min{de(x,y) : y € B} =0. A zatem d(A, B) = 0.
Z drugiej strony istnieje y € B takie, ze dla kazdego x € A
zachodzi de(y, x) > 0. Stad otrzymujemy, ze d(y,A) > 0, co
pociaga za sobg, ze d(B, A) > 0. Czyli d(A, B) # d(B, A).



Definicja
Niech (X, d) bedzie przestrzeniag metryczng zupetna. Zdefiniujmy
funkcje hx : H(X) x H(X) — [0,400) nastepujaco:

Vagenxy hx(A, B)=max{d(A, B),d(B,A)}.

Funkcje hx nazywamy metryka Hausdorffa.




Twierdzenie
Niech (X, d) bedzie przestrzeniag metryczng zupetna. Woéwczas
przestrzen (H(X), h) jest przestrzeniag metryczng zupetna.

Lemat

Niech (X, d) bedzie przestrzeniag metryczng oraz niech w : X — X
bedzie odwzorowaniem zwezajacym ze wspétczynnikiem zwezania
s. Woéwczas rozszerzenie w : H(X) — H(X) zdefiniowane
zaleznoscia:

Veen(x) w(B)={w(x):xe B}

Jest przeksztatceniem zwezajacym na (H(X), h) ze
wspotczynnikiem zwezania s.



Lemat

Niech (X, d) bedzie przestrzeniag metryczng oraz niech
{wn,:n=1,2,...,N} beda odwzorowaniami zwezajacymi na
(H(X), h). Oznaczmy przez s, wspétczynnik zwezania
odwzorowania w, dlan=1,2,..., N. Zdefiniujmy odwzorowanie
W : H(X) — H(X) nastepujaco:

N
Veernx) W(B)=wi(B)Uwa(B)U...Uwn(B)= | wa(B).
n=1

Woéwczas W jest odwzorowaniem zwezajacym ze wspdfczynnikiem
zwezania s = max{s, :n=1,2,...,N}.

Odwzorowanie W z lematu nazywamy operatorem Hutchinsona.



Definicja

Iterowanym uktadem funkcyjnym (ang. Iterated Function System)
nazywamy pare zfozona z przestrzeni metrycznej zupetnej (X, d) i
skonczonego zbioru odwzorowan zwezajacych wy, : X — X ze

wspotczynnikami zwezania s,, dla n=1,..., N. Zapisywaé go
bedziemy w postaci {X;w,,n=1,..., N}, a jego wspdtczynnik
zwezania s = max{s,:n=1,...,N}.

W dalszej czesci wyktadu czesto bedziemy uzywaé skrétu uktad
IFS zamiast iterowany uktad funkcyjny.



Twierdzenie

Niech {X;wp,n=1,..., N} bedzie uktadem IFS ze wspétczynnikiem
zwezania s. Woéwczas odwzorowanie W : H(X) — H(X) zdefiniowane
zaleznoscia:

N
w(B) = | wa(B)

dla wszystkich B € H(X) jest przeksztatceniem zwezajacym na
przestrzeni metrycznej zupetnej (H(X), h) ze wspéfczynnikiem zwezania
s, tzn.

h(W(B), W(C)) <s-h(B,C)

dla wszystkich B, C € H(X).

Ponadto, odwzorowanie W posiada dokfadnie jeden punkt staty

A€ H(X), tzn. A= W(A) i jest on dany wzorem A = limy_.o Bk, gdzie
By = WX(B) dla dowolnego B € H(X).

Zapis Wk w twierdzeniu rozumiemy jako k-krotne ztozenie operatora W.



Definicja

Punkt staty A € H(X) wystepujacy w twierdzeniu z poprzedniego
slajdu nazywamy atraktorem uktadu IFS lub fraktalem.




Dotychczasowe rozwazania miaty charakter bardzo ogélny dlatego
tez w praktycznych zastosowaniach fraktali przyjmuje sie konkretna
przestrzen metryczng i ogranicza sie do pewnej klasy odwzorowan
zwezajacych.

Najczesciej w praktyce uzywa sie przestrzeni (R", d.), a jako
przeksztatcenia zwezajace bierze sie przeksztatcenia afiniczne
w : R" — R" postaci:

w(x) = Ax + t,
gdzie x e R", Ac R}, t ¢ R".

Oczywiscie, nie kazde odwzorowanie afiniczne jest zwezajace, a
zatem potrzebujemy jakiego$ warunku, ktéry bedzie nam
gwarantowat zwezanie.



WezZzmy dowolne x,y € R". Wéwczas
[w(x) = w(y)ll = |Ax = Ay[| = |A(x = y)I-
Poniewaz odwzorowanie postaci Ax jest liniowe i ciggte, wiec
[w(x) = w(y)ll < lAllllx = yIl-

A zatem, aby odwzorowanie w byto zwezajace musi by¢ spetniony
warunek ||A|| < 1. Jesli przyjmiemy nastepujacg norme macierzy

HAH =V )‘maX(ATA)v

gdzie Amax(AT A) oznacza najwieksza wartoéé wtasna macierzy
AT A, to warunek przyjmie postaé:

VAmax(ATA) < 1.



Przypomnijmy czym jest warto$é wtasna macierzy.

Definicja
Skalar A € R nazywamy wartoscig wtasna macierzy A € R} jesli
istnieje niezerowy wektor v € R” taki, ze

Av = Av.

Wektor v nazywamy wektorem wtasnym odpowiadajacym wartosci
wiasnej .

Zbidr wszystkich wartosci wtasnych macierzy A nazywamy
widmem.



Generowanie atraktora uktadu IFS

W literaturze zaproponowano wiele réznych algorytméw
generowania atraktora danego uktadu IFS, np.

>

vVvYyyvyy

metoda deterministyczna,
metoda losowa,

metoda minimalnego rysowania,
metoda czasu ucieczki,

metoda bazujaca na obrazie,

itp.

Przeglad réznych metod mozna znalezé w ksigzce:
Nikiel, S.: Iterated Function Systems for Real-time Image
Synthesis. Springer, London, (2007)



Metoda deterministyczna

Metoda deterministyczna, inaczej zwana kopiarka wielokrotnie
redukujaca (KWR), wynika bezposrednio z definicji atraktora.

Zatbézmy, ze mamy dany ukfad IFS {X;w,,n=1,... N}.
Wybieramy dowolny zbiér startowy B € H(X). Nastepnie
wykonujemy iteracje By = W*(B) dla k =1,2,....

By By = W(By) Biy1




Wraz ze wzrostem wykonanych iteracji k dostajemy coraz lepsza
aproksymacje atraktora danego uktadu IFS.

Kluczowa role w zbieznosci procesu iteracyjnego odgrywa
wspotczynnik zwezania uktadu IFS. Im jest on blizszy 1 tym
zbieznos$¢ jest wolniejsza, a co za tym idzie zeby dostac¢ dobra
aproksymacje atraktora musimy wykonaé wiecej iteracji.

W celu wygenerowania obrazu atraktora za pomocag KWR
wykonujemy kilka poczatkowych iteracji otrzymujac pewna (dobr3)
aproksymacje atraktora. Po osiagnieciu pewnej iteracji (innej dla
réznych uktadéw IFS), nawet gdyby$smy wykonywali kolejne
iteracje, nie bedziemy w stanie zobaczy¢ dalszych szczegdtow
atraktora ze wzgledu na rozdzielczo$¢ obrazu. A zatem taka
aproksymacja w zupetnosci wystarcza.



Algorytm deterministyczny, mimo swej prostoty, nie jest czesto
stosowany w praktyce poniewaz szybko$¢ generowania atraktora
jest wolniejsza niz dla wiekszosci innych algorytméw.

Jest to konsekwencja tego, ze wraz z kazda nastepna iteracja
liczba podzbioréw zwigksza sie N razy i tak np. w k — 1 iteracji
mamy N¥~1 podzbioréw, ktére staja sie wejéciem dla k-tej iteracji,
w ktérej po przeksztatceniu tych N¥~1 podzbioréw dostaniemy Nk
podzbioréw.

Jak wida¢ z kazda iteracja ros$nie pamie¢ potrzebna na
zapamietanie podzbioréw oraz ilo$¢ obliczen potrzebnych do
wykonania iteracji.



Metoda losowa

Do wprowadzenia metody losowej, inaczej zwanej gra w chaos,
musimy zdefiniowa¢ dodatkowe pojecie.

Definicja

Iterowanym uktadem funkcyjnym z prawdopodobieristwami
nazywamy ukfad IFS {X;w,,n=1,2,..., N} wraz ze zbiorem
prawdopodobienstw {p1, p2,...,pn} takich, ze p1 +...+ py =1
oraz p, >0dlan=1,2 ..., N. Prawdopodobienstwo p, jest
zwigzane z przeksztatceniem w, dla n=1,2 ... N. Ukfad IFS z
prawdopodobienstwami oznaczaé bedziemy

{Xswi,wa, .o Wi p1, p2, -5 PN



W grze w chaos mamy dany ukfad IFS z prawdopodobienstwami
{X;wi,wa,...,wpn;p1,p2,.-.,Ppn} oraz dowolny punkt startowy
xp € X.

Xky1 = w1 (xg)

Wybér losowy

Xep1 = wa(xg)
Xk Xk+1

X1 = WN(xk)




W praktyce nie jesteSmy w stanie wykonaé nieskonczenie wielu
iteracji, wiec dodatkowo w algorytmie okreslamy maksymalna
liczbe iteracji, ktére nalezy wykonad.

S.Nikiel w swojej ksigzce oszacowat liczbe iteracji potrzebnych do
otrzymania dobrej aproksymacji atraktora liczbg 8- H - V, gdzie H
oznacza rozdzielczo$¢ pozioma, a V rozdzielczo$¢ pionowa obrazu,
ktéry generujemy.




Punkt startowy xg moze by¢ dowolnie wybranym punktem.

W przypadku gdy ten punkt nie nalezy do atraktora od kilku do
kilkunastu punktéw wygenerowanych na poczatku losowego
procesu iteracyjnego rowniez nie bedzie nalezato do atraktora. Po
tych kilku do kilkunastu iteracjach wszystkie kolejne generowane
punkty beda naleze¢ do atraktora. W takiej sytuacji pomija sie
przy rysowaniu kilkanascie pierwszych iteracji.

W przypadku gdy punkt startowy nalezy do atraktora wszystkie
wygenerowane punkty w losowym procesie iteracyjnym beda
réwniez naleze¢ do atraktora, a zatem mozemy wyrysowac
wszystkie powstate punkty.

Dobér punktu startowego, tak zeby nalezat do atraktora mozemy
wykonaé, np. wybierajac punkt staty ktéregokolwiek
przeksztatcenia z uktadu IFS (istnienie takiego punktu wynika z
twierdzenia Banacha o punkcie statym).



W grze w chaos zaktadamy, ze mamy uktad IFS z
prawdopodobienstwami. A co je$li mamy tylko ukfad IFS?

W przypadku gdy odwzorowania zwezajace wy (w R") s3 afiniczne
mozemy wyznaczy¢ prawdopodobienstwa, tak aby otrzymadé
rownomierng zbiezno$¢ do atraktora.

Niech Ay oznacza macierz przeksztatcenia wy dla k =1,2,... N.

Moglibysmy przyja¢ jednakowe prawdopodobienstwo dla kazdego
przeksztatcenia, ale w niektérych przypadkach taki dobér nie
bedzie prowadzit do réwnomiernej zbieznosci.



Duzo lepszym wyborem jest przyjecie nastepujacych
prawdopodobienstw:
| det Ak|

— =KL k=1, N
P SN Tdet A

Jesli dla pewnego k € {1,..., N} wyznacznik det Ax = 0, to jako
Pk przyjmujemy jakas maty dodatnig liczbe np. 0.001, a od
pozostatych prawdopodobienstw odejmujemy takie liczby, aby byt
spetniony warunek p; + ...+ py = 1.

W przypadku, gdy wszystkie wyznaczniki s3 réowne zero, to
prawdopodobiefstwa dobieramy empirycznie lub przyjmujemy
jednakowe prawdopodobienstwa.



Przyktady atraktoréw

Trojkat Sierpinskiego, odkryty w 1915 r., moze by¢é wygenerowany
za pomoca nastepujacego uktadu IFS {R?; wi, wo, w3}, gdzie
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Iteracje (od lewej): 1, 4, 8. Zbidr startowy: trdjkat.
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Paprotka Barnsleya dana jest uktadem IFS {R?; wy, wa, wa, wy }:
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Prawdopodobienstwa zostaty dobrane uzywajac przedstawionej

wczesniej metody.



Liczba iteracji (od lewej): 1 000, 10 000, 100 000.




Uktad IFS

(B3 wi, (7,4, k) € {0,1,213\{(7.j. k) € {0,1,2)%: (i = j =
1,k=0,1,2)v(j=k=1,i=0,1,2)V(i=k=1,=0,1,2)}}
dla kostki Mengera dany jest wzorem:

) =

Wi (

N < X
O O Wik
O wr O
w= o O
N < X
+
W[xWI~W|=.

Przeksztatcen w powyzszym uktadzie IFS jest 20.



Iteracje (od lewej): 1, 2, 3. Zbidr startowy: szescian.




Odwrotny problem fraktalny

Do tej pory zajmowaliémy sie problemem jak majac dany uktad IFS
wygenerowad atraktor tego uktadu. Obecnie zajmiemy sie
odwrotnym problemem, czyli jak majac dany zbiér A € H(X)
znalez¢ uktad IFS, ktérego atraktorem jest A.

Problem ten jest znany pod nazwa odwrotnego problemu
fraktalnego. W odréznieniu od generowania atraktora, dla ktérego
znamy wiele prostych i efektywnych algorytméw, problem
znalezienia uktadu IFS dla danego zbioru jest problemem bardzo
trudnym.

Jedno z podejs¢ do tego problemu zaprezentowat M. Barnsley w
swoim twierdzeniu o kolazu.



Twierdzenie (o kolazu)

Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna zupetna. Niech beda
dane L € H(X) oraz e > 0. Wybieramy ukfad IFS {X; w1, ..., wy}
ze wspétczynnikiem zwezania 0 < s < 1 taki, ze

N
h(L, L_J wi(L)) < e.

Woéwezas -

1—5s’

gdzie A jest atraktorem wybranego uktadu IFS.

h(L, A) <

Definicja

Stafa ¢ z twierdzenia o kolazu nazywamy btedem kolazu.



Metoda wynikajaca z twierdzenia o kolazu wyglada nastepujaco.

Bierzemy zbiér L € H(X) i pokrywamy go kopiami samego siebie
otrzymanymi przez przeksztatcenie tego zbioru poprzez
przeksztatcenia zwezajace. Pokrycie dobieramy w ten sposéb, aby
odlegto$¢ Hausdorffa miedzy zbiorem L, a tym pokryciem byta
mniejsza badz réwna €.

Wyznaczony w taki sposéb uktad IFS posiada atraktor A, ktéry
zgodnie z tezg twierdzenia o kolazu jest oddalony od zbioru L o co
najwyzej 1.



W praktyce wykorzystujac twierdzenie o kolazu wymagamy aby
liczba odwzorowan zwezajacych wchodzacych w skfad uktadu IFS
byta jak najmniejsza oraz zeby pomniejszone kopie nachodzity na
siebie w jak najmniejszym stopniu. Stawiamy takie wymagania
poniewaz w ten sposéb otrzymamy niewielkg ilos¢ informacji
potrzebnych do wygenerowania atraktora.




Nastepujace twierdzenie jest waznym narzedziem m.in. w grafice
komputerowej oraz jest blisko zwigzane z twierdzeniem o kolazu.
Ustala ono ciggta zalezno$¢ atraktora od parametréw odwzorowan
sktadajacych sie na ukfad IFS.

Twierdzenie

Niech (X, d) bedzie przestrzeniag metryczng zupetna. Niech
ponadto {X; w1, ..., wy} bedzie uktadem IFS ze wspétczynnikiem
zwezania s. Dla n=1,... N niech w, zalezy w sposéb ciaggty od
parametru p € P, gdzie (P, dp) jest przestrzenig metryczng zwarta.
Woéwczas atraktor A(p) € H(X) zalezy w sposéb ciagty od
parametru p € P w sensie metryki Hausdorffa.



Twierdzenie z poprzedniego slajdu mozemy interpretowaé w
nastepujacy sposéb: niewielkie zmiany parametréw przeksztatcen
wchodzacych w sktad uktadu IFS prowadza do matych zmian w
atraktorze.

Jest to bardzo wazna wtasno$é poniewaz:

» mozemy kontrolowaé w sposéb ciagty atraktor poprzez zmiane
parametréow odwzorowan wchodzacych w sktad uktadu IFS,

P> gwarantuje nam, ze mozemy przej$¢ od jednego atraktora do
innego w sposéb ciagty, czyli wykonaé tak zwany fraktalny
morfing.



Rozwazmy ukfad IFS {R?; wi, w, w3, wg} generujacy paprotke
Barnsleya, w ktérym wy posiada jeden parametr p € R, gdzie

[ 0.849 0.037 +p

wa( X ) = x| 4 0.075
Sy |-0037 0849 | |y 0.183|’
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24yl T o226 0.197 | |y| T 0.049]
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Paprotki dla ré6znych wartosci parametru p (od lewej): 0, —0.037,
—0.067.

Widzimy ciagta zalezno$¢ atraktora od parametru p
przeksztatcenia wi.



Na zakonczenie zwr6émy uwage na jedng wazng rzecz. A
mianowicie na fakt, ze dany atraktor moze by¢ generowany przez
catkowicie rézne ukfady IFS.
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