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Przeszukiwanie obszaréw ortogonalnych

Wiele typéw zapytan w bazach danych mozemy interpretowad
geometrycznie. W tym celu przeksztatcamy rekordy w bazie danych
w punkty w wielowymiarowej przestrzeni i zmieniamy zapytania o
rekordy na zapytania o odpowiedni zbiér punktéw.
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Jedli jesteSmy zainteresowani odpowiedzig na zapytanie dotyczace
d pol rekordéw przeksztatcamy rekordy w punkty w d-wymiarowe]
przestrzeni.

Zapytanie o podanie wszystkich rekordéw, ktérych pola lezg
miedzy podanymi warto$ciami zamienia sie wéwczas na pytanie
dotyczace wszystkich punktéw wewnatrz d-wymiarowego
prostopadtoscianu o bokach réwnolegtych do osi.

Takie zapytanie nazywamy w geometrii obliczeniowej zapytaniem
o obszar prostokatny (ang. rectangular range query) lub
zapytaniem o obszar ortogonalny (ang. orthogonal range query).



Przeszukiwanie obszaréw jednowymiarowych

Niech P = {p1, p2,..., pn} bedzie danym zbiorem punktéw na
prostej rzeczywistej oraz [x, x'] bedzie przedziatem definiujacym
nasze zapytanie.

Nasz problem mozemy efektywnie rozwigzaé stosujac
zréwnowazone drzewo BST 7. Liécie 7 pamietaja punkty P, a
wezty wewnetrzne przechowuja wartosci dzielace, ktére steruja
przeszukiwaniem.

Oznaczmy warto$¢ dzielagcg pamietang w wezle v przez x,. Zatem
lewe poddrzewo wezta v zawiera wszystkie punkty mniejsze lub
réwne x,, a prawe poddrzewo wszystkie punkty wieksze od x, .



W celu znalezienia punktéw z przedziatu [x, x'] najpierw
poszukujemy x i x’ w 7. Niech p i i/ beda liéémi, w ktérych
konczy sie przeszukiwanie.

Punkty z przedziatu [x, x'] s3 punktami pamietanymi w lisciach
miedzy w i i/ oraz byé moze punktem pamietanym w g i .

Przyktad: Zapytanie o przedziat [18,77].




Jak znalez¢ liscie pomiedzy g i p'?

Liscie te sa lis¢mi pewnych poddrzew miedzy Sciezkami
przeszukiwan do p i p’ (ciemno szary kolor na rysunku z
poprzedniego slajdu).

Poddrzewa, ktére wybieramy sg zakorzenione w weztach miedzy
dwoma Sciezkami przeszukiwan, ktérych rodzice s3 na Sciezce
przeszukiwan. Aby znalez¢ te wezty poszukujemy wezta vgpjir, W
ktérym $ciezki do x i x’ rozchodzj sie.
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Niech lc(v) i re(v) oznaczaja odpowiednio lewe i prawe dziecko
wezta v.

FINDSPLITNODE(T, x,x)

Input. A tree T and two values x and x’ with x < x'.

Output. The node v where the paths to x and x” split, or the leaf where both paths end.
1. v—roor(T)

2. while v is not a leaf and (x’ < xy or x > xy)
3 doif X' <xy,

4. then v — lc(v)

5 else v —rc(v)

6. returnv



Majac vspjir idziemy dalej Sciezky przeszukiwan x. W kazdym
wezle, z ktérego Sciezka skreca w lewo wyliczamy wszystkie liscie z
jego prawego poddrzewa.

Podobnie idziemy $ciezka x’ i wyliczamy liscie w lewym poddrzewie
weztdéw, w ktérych Sciezka skreca w prawo. Na koncu sprawdzamy
punkty pamietane w lisciach, w ktérych Sciezki konczj sie.

W algorytmie uzyjemy funkcji REPORTSUBTREE, ktéra przechodzi
poddrzewo zakorzenione w danym wezle i wylicza punkty
pamietane w jego liSciach.



Algorithm I DRANGEQUERY(T, [x : X'])

Input. A binary search tree T and a range [x : X'].

Output. All points stored in T that lie in the range.

1. Vi —FINDSPLITNODE(T, x,x")

2. if vy is a leaf

3. then Check if the point stored at Vsp);e must be reported.

4 else (+ Follow the path to x and report the points in subtrees right of the path. x)
5 V= k("sp]it)

6. while v is not a leaf

7. doif x <xy

8. then REPORTSUBTREE(r¢(V))

9. v —lc(v)

10. else v—rc(v)

I1. Check if the point stored at the leaf v must be reported.

12. Similarly, follow the path to x’, report the points in subtrees left of the path, and

check if the point stored at the leaf where the path ends must be reported.



Niech P bedzie zbiorem n punktéw w jednowymiarowej przestrzeni.
Zbiér P mozna zapamigtaé w zréwnowazonym drzewie wyszukiwan
binarnych, ktére korzysta z pamieci O(n) i ma czas konstrukgji
O(nlog n) tak ze punkty w obszarze zapytania mozna podaé w
czasie O(k + log n), gdzie k jest liczbg podawanych punktéw.




Kd-drzewa
Niech P bedzie zbiorem n punktéw na ptaszczyznie oraz zatézmy,
ze zadne dwa punkty z P nie maja takiej samej wspdtrzednej x i
zadne dwa punkty nie maja takiej samej wspotrzednej y. Pdzniej
pokazemy jak pozby¢ sie tego ograniczenia.

Tym razem obszar zapytania ma nastepujaca postac
[x,x'] x [y,y]. Punkt p = (px, py) lezy wewnatrz tego prostokata
= px € [x,xTipy €ly,y]




Uogdlnimy teraz przypadek jednowymiarowy na dwuwymiarowy.
Ponownie uzyjemy zréwnowazonego drzewa BST.

W korzeniu dzielimy P prostg pionowa ¢ na dwa podzbiory o w
przyblizeniu réwnych rozmiarach. Prosta dzielaca pamietana jest w
korzeniu. W lewym poddrzewie pamietamy zbiér P punktéw po
lewej stronie lub na prostej dzielacej, za§ w prawym poddrzewie
zbiér Pyigh: punktéw na prawo od prostej dzielace;.




W lewym dziecku korzenia dzielimy P prosta pozioma na dwa
podzbiory. Punkty ponizej lub na prostej s3 pamietane w lewym
poddrzewie tego dziecka, a punkty powyzej niej pamigtane sg w
prawym poddrzewie. Podobnie dzielimy P,g;; prosta pozioma na
dwa podzbiory, ktére pamietane s3 w lewym i prawym poddrzewie.

We wnukach korzenia znéw dzielimy punkty prosta pionowa.

Ogodlnie dzielimy punkty prosta pionowa w weztach, ktérych
gtebokos¢ jest parzysta, a prostg pozioma w weztach o gtebokosci
nieparzyste;j.

Drzewo skonstruowane w ten sposéb nazywamy dwuwymiarowym
kd-drzewem.
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Algorithm BUILDKDTREE(P, depth)

Input. A set of points P and the current depth depth.

Output. The root of a kd-tree storing P.

1. if P contains only one point

2 then return a leaf storing this point

3. else if deprh is even

4 then Split P into two subsets with a vertical line ¢ through the median x-coordinate
of the points in P. Let Py be the set of points to the left of £ or on ¢, and let
P, be the set of points to the right of .

S. else Split P into two subsets with a horizontal line ¢ through the median y-
coordinate of the points in P. Let P; be the set of points below ¢ or on £,
and let P, be the set of points above /.

6. Viett < BUILDKDTREE(P;,depth+ 1)

7. Viight < BUILDKDTREE(P>,depth+ 1)

8. Create a node v storing £, make Vier the left child of v, and make Vyigp the right
child of v.

9. return v



Algorytm uruchamiamy z drugim parametrem (gtebokos¢
rekurencji) ustawionym na 0.

Do wyznaczenia mediany mozemy wykorzystaé jeden z
algorytméw, ktére dziataja w czasie liniowym. S3 one
skomplikowane, wiec zamiast tego mozemy posortowa¢ tablice
punktéw po wspdtrzednej x i y. Zatem zbidr P jest przekazywany
do procedury w postaci dwéch posortowanych list.




Algorytm uruchamiamy z drugim parametrem (gtebokos¢
rekurencji) ustawionym na 0.

Do wyznaczenia mediany mozemy wykorzystaé jeden z
algorytméw, ktére dziataja w czasie liniowym. S3 one
skomplikowane, wiec zamiast tego mozemy posortowacé tablice
punktéw po wspdtrzednej x i y. Zatem zbidr P jest przekazywany
do procedury w postaci dwéch posortowanych list.

Kd-drzewo dla zbioru n punktéw korzysta z pamieci O(n) i mozna
je zbudowaé w czasie O(nlog n).



Jak wygladaja zapytania w kd-drzewie?

Obszar odpowiadajacy weztowi v w kd-drzewie jest prostokatem,
ktéry moze byé nieograniczony z jednej lub wiecej stron. Jest on
ograniczony przez proste dzielace zapamietane w przodkach v.
Niech region(v) oznacza obszar odpowiadajacy weztowi v.




Punkt jest pamietany w poddrzewie zakorzenionym w wezle
v <= gdy lezy w region(v). Zatem przeszukujemy drzewo
zakorzenione w v <= prostokat zapytania przecina region(v).

Nasz algorytm zapytan wyglada w skrécie nastepujaco.
Przechodzimy kd-drzewo, ale odwiedzamy tylko wezty, ktérych
obszary s3 przecinane przez prostokat zapytania. Gdy obszar jest
catkowicie zawarty w prostokacie zapytania, mozemy podaé
wszystkie punkty pamietane w poddrzewie. Gdy dotrzemy do liécia
musimy sprawdzi¢ czy punkt pamietany w lisciu jest zawarty w
obszarze zapytania.



Szare wezty sa odwiedzane, gdy pytamy o szary prostokat.



Algorithm SEARCHKDTREE(V,R)

Input. The root of (a subtree of) a kd-tree, and a range R.
Output. All points at leaves below v that lie in the range.
1. ifvisaleaf

2 then Report the point stored at v if it lies in R.

3 else if region(lc(v)) is fully contained in R

4 then REPORTSUBTREE(/c(V))

5. else if region(lc(v)) intersects R

6. then SEARCHKDTREE(/c(V),R)
7 if region(rc(v)) is fully contained in R

8 then REPORTSUBTREE(rc(V))

0. else if region(rc(v)) intersects R

10. then SEARCHKDTREE(r¢(V),R)



Gtéwny test w algorytmie sprawdza czy obszar zapytania R
przecina obszar odpowiadajacy pewnemu weztowi v.

W fazie przetwarzania wstepnego mozemy obliczy¢ region(v) dla
kazdego wezta i zapamietaé go. Mozemy takze w trakcie
wywotania rekurencyjnego utrzymywad aktualny obszar uzywajac
prostych pamietanych w weztach wewnetrznych.

Np. obszar region(lc(v)) wezta o parzystej gtebokosci mozemy
obliczy¢ nastepujaco:

region(lc(v)) = region(v) N £(v)% .

((v)

region(lc(v))

region(v)



Nasz algorytm zapytan nigdzie nie zaktada, ze obszar zapytania

jest prostokatem. Zadziata on réwniez dla kazdego innego obszaru
zapytania.

Zapytanie o prostokat o bokach réwnolegtych do osi mozna
wykona¢ w kd-drzewie przechowujacym n punktéw w czasie
O(y/n+ k), gdzie k jest liczba podawanych punktéw.




Nasz algorytm zapytan nigdzie nie zaktada, ze obszar zapytania
jest prostokatem. Zadziata on réwniez dla kazdego innego obszaru
zapytania.

Zapytanie o prostokat o bokach réwnolegtych do osi mozna
wykona¢ w kd-drzewie przechowujacym n punktéw w czasie
O(y/n+ k), gdzie k jest liczba podawanych punktéw.

Kd-drzewa mozemy réwniez stosowaé dla punktéw tréj- lub
wielowymiarowej przestrzeni.

W algorytmie konstrukcji w korzeniu dzielmy zbiér punktéw
hiperptaszczyzna wzgledem pierwszej wspo6trzednej. W dzieciach
korzenia dzielimy wzgledem drugiej wspotrzednej, w weztach o
gtebokosci dwa wzgledem trzeciej itd. az do gtebokosci d — 1. Na
gtebokosci d zaczynamy wszystko od nowa.



Tak skonstruowane drzewo uzywa O(n) pamieci, a czas konstrukgji
wynosi O(nlog n).

Wezty w d-wymiarowym kd-drzewie odpowiadajg obszarom.
Algorytm zapytan odwiedza te wezty, ktérych obszary s3 wtasciwie
przecinane przez obszar zapytania i obchodzi poddrzewa
zakorzenione w weztach, ktérych obszary s3 catkowicie zawarte w
obszarze zapytania.

Czas zapytania dla d-wymiarowego kd-drzewa dla n punktéw
wynosi O(n'=1/9 4+ k), gdzie k jest liczbg podawanych punktéw.



Drzewa obszaréw

Dwuwymiarowe zapytanie o obszar jest ztozone z dwéch
jednowymiarowych zapytan. Jednego o wspdtrzedna x, a drugiego
o wspdtrzedna y. Pomyst ten byt wykorzystany w kd-drzewach do
dzielenia na przemian wzgledem wspotrzednych x i y. Teraz
wykorzystamy to spostrzezenie nieco inaczej.

Niech ponownie P bedzie zbiorem n punktéw na ptaszczyznie oraz
[x,x'] X [y,y] bedzie obszarem zapytania.



Najpierw koncentrujemy sie na znalezieniu punktéw, ktérych
wspdtrzedna x lezy w [x, x']. Jest to zapytanie o obszar
jednowymiarowy, ktére omawialiSmy wczedniej i byto realizowane za
pomoca drzewa BST.

Veplit
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Podzbiér punktéw pamietany w lisciach poddrzewa zakorzenionego
w wezle v nazywamy podzbiorem kanonicznym (ang. canonical
subset) v i oznaczamy P(v).



Podzbiér kanoniczny korzenia drzewa jest catym zbiorem P, a liscia
jest po prostu punktem pamietanym w tym lisciu.

Zatem podzbiér punktéw, ktérych wspdtrzedna x lezy w obszarze
zapytania mozna wyrazi¢ jako sume O(log n) roztacznych
podzbioréw kanonicznych. Sa to zbiory P(v) weztéw v, ktére sa
korzeniami wybranych poddrzew.

Nie interesuja nas wszystkie punkty w tych podzbiorach tylko te,
ktérych wspétrzedna y lezy w przedziale [y, y']. Jest to kolejne
zapytanie jednowymiarowe, ktére réwniez mozemy rozwigzaé pod
warunkiem, ze dostepne jest drzewo BST wzgledem wspdtrzednej
y punktéw w P(v).



Zatem definiujemy nastepujaca strukture danych:

» Gtéwne drzewo jest zrébwnowazonym drzewem BST 7
zbudowanym wzgledem wspétrzednej x punktéw z P.

» Dla kazdego wezta wewnetrznego lub liscia v w 7 podzbiér
kanoniczny P(v) jest pamietany w zréwnowazonym drzewie
BST Zassoc(v) wzgledem wspétrzednej y punktéw. Wezet v
pamieta wskaznik do drzewa T,ssoc(V), ktére nazywamy
strukturg stowarzyszona (ang. associated structure) z v.

binary search tree on
x-coordinates

binary search tree
on y-coordinates




Strukture danych zdefiniowang na poprzednim slajdzie nazywamy
drzewem obszaréw (ang. range tree).

Struktury danych, w ktérych wezty maja wskazniki do struktur
stowarzyszonych nazywamy wielopoziomowymi strukturami danych
(ang. multi-level data structures). Gtdwne drzewo 7 nazywa sie
wtedy drzewem pierwszego poziomu, a struktury stowarzyszone s3
drzewami drugiego poziomu.




Algorithm BUILD2DRANGETREE(P)

Input. A set P of points in the plane.

Output. The root of a 2-dimensional range tree.

1. Construct the associated structure: Build a binary search tree Tygs0c On the set P, of y-
coordinates of the points in P. Store at the leaves of Tyssoc DOt just the y-coordinate of the
points in Py, but the points themselves.

2. if P contains only one point

3. then Create a leaf v storing this point, and make Ty the associated structure of v.

4. else Split P into two subsets; one subset Peg contains the points with x-coordinate less
than or equal to xy;g, the median x-coordinate, and the other subset P contains
the points with x-coordinate larger than xyiq.

5. Viett < BUILD2DRANGETREE(Pef;)

6. Viight = BUILD2DRANGETREE(Bight)

7. Create a node v storing xpiq, make Viere the left child of v, make viigy the right
child of v, and make T,s0c the associated structure of v.

8. returnv



Drzewo obszaréw dla zbioru n punktéw na ptaszczyznie wymaga
O(nlog n) pamieci i czasu O(nlog n).

Algorytm zapytan najpierw wybiera O(log n) kanonicznych
podzbioréw zawierajacych tacznie punkty, ktérych wspétrzedna x
lezy w [x, x’]. Robimy to za pomoca gtéwnego drzewa naszego
drzewa obszaréw. Nastepnie z tych podzbioréw podajemy punkty,
ktérych wspotrzedna y lezy w [y, y']. Do tego celu stosujemy
struktury stowarzyszone, ktére pamietajg wybrany kanoniczny
podzbidr.



Algorithm 2DRANGEQUERY(T, [x : X'] X [y : y'])
Input. A 2-dimensional range tree T and a range [x: x'] x [y :)/].
Output. All points in 7 that lie in the range.

1.
2.
3

Eal
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1.
12.

Vsplit <~ FINDSPLITNODE(T, x,x’)
if Vgpic 1S a leaf
then Check if the point stored at Vgp);; must be reported.
else (x Follow the path to x and call IDRANGEQUERY on the subtrees right of the

path. x)
v le( Vsplit)
while Vv is not a leat
doif x <xy
then I DRANGEQUERY (Tygsoc(rc(V)), [y 1 )'])
v —lc(v)

else v —rc(v)
Check if the point stored at v must be reported.
Similarly, follow the path from re(Vepiit) to ', call IDRANGEQUERY with the
range [y : '] on the associated structures of subtrees left of the path, and check if
the point stored at the leaf where the path ends must be reported.



Zapytanie o prostokat o bokach réwnolegtych do osi wymaga w
drzewie obszaréw przechowujacym n punktéw czasu (9(|og2 n+ k),
gdzie k jest liczbg podawanych punktéw.




Zapytanie o prostokat o bokach réwnolegtych do osi wymaga w
drzewie obszaréw przechowujacym n punktéw czasu (9(|og2 n+ k),
gdzie k jest liczbg podawanych punktéw.

Podobnie jak kd-drzewa réwniez drzewa obszaréw mozemy
uogdlni¢ z przypadku przestrzeni dwuwymiarowej na przestrzen
d-wymiarowa.




Niech P bedzie zbiorem n punktéw w d-wymiarowe] przestrzeni,
gdzie d > 2. Drzewo obszaréw dla P uzywa O(nlog?~! n) pamieci
i mozna je zbudowaé w czasie O(nlog?~1 n). Punkty z P lezace w
prostokatnym obszarze zapytania mozna podaé w czasie

O(log? n+ k), gdzie k jest liczba podawanych punktéw.




Ogdlny zbidr punktdw

Do tej pory zaktadaliémy, ze zadne dwa punkty nie moga mieé
réwnych wspétrzednych x ani y. Teraz zobaczymy jak zlikwidowac
to zatozenie.

Nigdy w rozwazaniach nie zaktadaliSmy, ze wspotrzedne s3
liczbami rzeczywistymi. Potrzebowalismy tylko, aby pochodzity z
liniowo uporzadkowanego zbioru, tak abysSmy mogli poréwnywaé
dowolne dwie wspbtrzedne i oblicza¢ mediane.

W zwigzku z tym zastosujemy pewna ,sztuczke”.



Zastepujemy wspotrzedne, ktére sa liczbami rzeczywistymi przez
elementy tak zwanej przestrzeni liczb ztozonych (ang.
composite-number space). Elementy tej przestrzeni sa parami liczb
rzeczywistych.

Liczbe ztozong z dwéch liczb rzeczywistych a i b oznaczamy (alb).

Definiujemy porzadek liniowy w przestrzeni liczb ztozonych
stosujac porzadek leksykograficzny, tzn.

(alb) < (d'|b) <= a<dVv(a=ad Ab< V)

dla dowolnych liczb ztozonych (a|b), (&'|b).



Zatézmy, ze mamy zbiér P dowolnych n punktéw na ptaszczyznie.
Zastepujemy kazdy punkt p = (py, py) nowym punktem

p= ((Px|Py)) (Py|Px))~

W ten sposéb otrzymujemy nowy zbidr punktéw P, w ktérym
pierwsze wspotrzedne dowolnych dwéch punktéw sg rézne,
podobnie drugie wspdtrzedne.

Majac zbiér P mozemy zbudowaé kd-drzewo czy drzewo obszaréw.



Przypusémy teraz, ze zadajemy zapytanie o obszar

R = [x,x] X [y,y']. Poniewaz nasze drzewo jest zbudowane dla P,
wiec obszar tez musimy przeksztatci¢ w przestrzen liczb ztozonych.
Nowy obszar R bedzie postaci:

R = [(x] = 00), (x| +00)] x [(y] = o), (¥'| + o0)].

Lemat. Niech p bedzie punktem, a R prostokatnym obszarem.
Wtedy
pPER < peR.

Zauwazmy na koniec, ze nie musimy pamietac przeksztatconych
punktéow. Mozemy pamietaé poczatkowe punkty pod warunkiem,
ze poréwnujemy wspdtrzedne w przestrzeni liczb ztozonych.



