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Programowanie liniowe

Geometria odlewania

Zajmiemy sie teraz badaniem geometrycznych aspektéw produkcji
z uzyciem form odlewniczych.

Q :
Ostatni krok, ktéry widzimy na rysunku nie zawsze jest tak fatwy,

jak to sie wydaje. Przedmiot moze przylepi¢ sie do formy. Czasami
mozemy obej$¢ ten problem stosujac rézne formy.




Problem jaki bedziemy rozwaza¢ to: czy dla danego obiektu
istnieje forma, z ktérej mozna go wyjac?
Wprowadzimy pewne zatozenia:

P obiekt jest wieloScianem,

» rozwazamy tylko formy jednoczeSciowe,

P obiekt moze byé wyjmowany z formy tylko z uzyciem

pojedynczego przesuniecia.

Ksztatt wgtebienia w formie jest okreslony przez ksztatt obiektu,
ale rézne orientacje obiektu wymagaja réznych form.




Ograniczeniem natozonym na orientacje jest ze obiekt musi mie¢
pozioma gérna Sciane (ang. top facet). Bedzie to jedyna $ciana
pozbawiona kontaktu z forma.

Mamy tyle potencjalnych orientacji (form) ile obiekt ma $cian.

Mowimy, ze obiekt mozna odla¢ (ang. castable), gdy mozna go
wyja¢ z formy dla co najmniej jednej z tych orientacji.

Niech P bedzie tréjwymiarowym wieloscianem z wyznaczong gérna
$ciang. Zatbézmy, ze forma jest prostopadtosciennym blokiem z
wgtebieniem, ktére odpowiada P.



Gdy wieloécian jest wtozony do formy jego gdrna $ciana powinna
by¢ wspotptaszczyznowa z najwyzsza $ciang formy, o ktérej
zaktadamy, ze jest réwnolegta do ptaszczyzny xy.

top facet

—<A

Sciane P, ktéra nie jest éciana gérna nazywamy $ciang zwykta
(ang. ordinary). Kazda $ciana zwykta f ma odpowiadajaca jej
Sciane w formie, ktéra oznaczymy przez f.




-
W naszym problemie chcemy rozstrzygna¢ czy istnieje kierunek d

—
taki, ze P mozna przesunaé do nieskonczonosci w kierunku d, nie
przecinajac wnetrza formy w trakcie przesuwania.

Poniewaz $ciana P niedotykajaca formy jest jego gérna Sciang,
wiec kierunek wyjmowania musi by¢ ku goérze, tzn. mie¢ dodatnia
wspotrzedna z.




-
W naszym problemie chcemy rozstrzygna¢ czy istnieje kierunek d

—
taki, ze P mozna przesunaé do nieskonczonosci w kierunku d, nie
przecinajac wnetrza formy w trakcie przesuwania.

Poniewaz $ciana P niedotykajaca formy jest jego gérna Sciang,
wiec kierunek wyjmowania musi by¢ ku goérze, tzn. mie¢ dodatnia
wspotrzedna z.

Dla naszych celéw musimy zdefiniowa¢ kat miedzy dwoma
wektorami w przestrzeni trojwymiarowe;.

Bierzemy ptaszczyzne rozpieta na tych wektorach. Kat miedzy tymi
wektorami jest mniejszym z dwdch katéw mierzonych na
ptaszczyznie.



Sciana f blokuje kazde przesuniecie w kierunku tworzacym kat
mniejszy niz 90° z wektorem normalnym $ciany f, oznaczanym

7 (f).

Lemat. Wieloscian P mozna wyja¢ z formy za pomoca

— —
przesuniecia w kierunku d <= d tworzy kat co najmniej 90° z
wektorami normalnymi wszystkich Scian zwyktych P.

N
Pozostaje nam znalezienie kierunku d , ktéry tworzy kat co
najmniej 90° z wektorem normalnym kazdej $ciany zwyktej P.



Wiemy, ze wektor kierunku musi mie¢ dodatnia wspdtrzedna z.
Wszystkie kierunki mozemy reprezentowac jako punkty na
ptaszczyznie z = 1, gdzie punkt (x, y,1) odpowiada kierunkowi
wektora (x,y,1).

y




Niech 77 = (7x,ny,7,) bedzie wektorem normalnym zwyktej éciany.

Kierunek d = (dx, dy, 1) tworzy kat co najmniej 90° z 7] <=

iloczyn skalarny d i 7 jest niedodatni, tzn.
Nxdx + 1y dy, + 1, < 0.

Nieréwnos$¢é opisuje pétptaszczyzne na ptaszczyznie z =1, tzn.
obszar na lewo lub prawo od prostej na tej ptaszczyznie. W
przypadku Scian poziomych (7 =1, = 0) warunek jest albo
niemozliwy albo zawsze spetniony (mozna to fatwo sprawdzic).



Kazda niepozioma $Sciana P definiuje domknietg pétptaszczyzne na
ptaszczyznie z =1 i dowolny punkt z czesci wspdlnej tych
po6tptaszczyzn odpowiada kierunkowi, w ktérym mozna wyjaé P.
Cze$¢ wspdlna moze byé oczywiscie pusta i w takim przypadku P
nie mozna wyja¢ z danej formy.

Przeksztatcilismy problem produkcji do problemu geometrycznego
na ptaszczyznie: dany jest zbiér pétptaszczyzn, znajdZ punkt w ich
czesdci wspdlnej lub stwierdz, ze czes¢ wspdlna jest pusta.




Przeciecie pétptaszczyzn

Niech H = {h1, ha, ..., h,} bedzie zbiorem liniowych warunkéw z
dwoma zmiennymi, tzn.

aix + by < ¢,

gdzie a;, b, ¢; sa statymi takimi, ze co najmniej jedna z a; lub b;
nie jest zerem.

Bedziemy chcieli znalez¢ zbiér punktéw C lezacych w czesci
wspolnej pétptaszczyzn H, tzn.

cC=h

heH



Pétptaszczyzna jest zbiorem wypuktym. Poniewaz przeciecie
zbioréw wypuktych jest wypukte, wiec zbiér C bedzie zbiorem
wypuktym. Ponadto zbiér C bedzie obszarem wielokgtnym
sktadajacym sie z co najwyzej n krawedzi.
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Algorithm INTERSECTHALFPLANES(H)

Input. A set H of n half-planes in the plane.

Output. The convex polygonal region C := (e h.

1. ifcard(H)=1

2 then C < the unique half-plane h € H

3 else Split H into sets H; and H, of size [n/2] and |n/2].
4. C| < INTERSECTHALFPLANES(H|)

5 C> <« INTERSECTHALFPLANES(H>)

6 C «—INTERSECTCONVEXREGIONS(C}, ()

INTERSECTCONVEXREGIONS oblicza przeciecie dwdch
wypuktych, wielokatnych obszaréw. Algorytm ten mozemy
otrzymac poprzez modyfikacje algorytmu naktadania map.

Czas dziatania INTERSECTHALFPLANES wynosi O(nlog? n).



Przyrostowe programowanie liniowe

W poprzednim algorytmie znajdowalismy zbiér wszystkich
rozwigzan uktadu n liniowych warunkéw. W problemie odlewania
nie musimy zna¢ wszystkich rozwigzan. Wystarczy tylko jedno.

Znalezienie jednego rozwiazania dla ukfadu warunkéw liniowych
jest blisko zwigzane z dobrze znanym problemem w badaniach
operacyjnych nazywanym programowaniem liniowym (ang. linear
programming). Jedyna réznica jest to, ze w programowaniu
liniowym szukamy rozwigzania, ktére maksymalizuje dang funkcje
liniowa kilku zmiennych.



Problem programowania liniowego wyglada nastepujaco:
Znajdz maksimum c1x1 + coxo + ... 4+ Cgxq
Z uwzglednieniem

a1x1 + ...+ ai,dX 1

4 < b
a2 1x1 + ...+ axgxqg < b,

apn1X1 + ...+ andXd < by,

gdzie ¢;, a;jj i b; s3 liczbami rzeczywistymi, ktére tworza dane
wejsciowe dla problemu.



Maksymalizowana funkcja nazywa sie funkcja celu (ang. objective
function), a zbiér warunkéw wraz z funkcja celu jest programem
liniowym (ang. linear program). Liczba zmiennych d jest wymiarem
programu liniowego.

Zbiér punktéw spetniajacych wszystkie warunki nazywa sie
obszarem dopuszczalnym (ang. feasible region). Punkty w tym
obszarze nazywamy dopuszczalnymi, a punkty na zewnatrz sa
niedopuszczalne.



Funkcje celu mozna rozpatrywa¢ jako kierunek w R¢.
Maksymalizacja c1x1 + coxo + ... + CcgX4 0znacza wdwczas
znalezienie punktu (x1, X2, ..., Xq), ktory jest skrajny w kierunku
— .

¢ =(c,c,...,cq4). Oznaczmy przez f= funkcje celu
zdefiniowana przez wektor kierunku C .

feasible region

o
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solution



W naszym problemie mamy n liniowych warunkéw z dwiema
zmiennymi i chcemy znalez¢ rozwigzanie dla tego uktadu
warunkéw. Mozemy to zrobi¢ biorgc dowolng funkcje celu i uzyé
dowolnej metody programowania liniowego, np. metody sympleks.

W metodach stosowanych w badaniach operacyjnych zaréwno
liczba warunkéw, jak i liczba zmiennych s3 duze, a w naszym
przypadku liczba zmiennych wynosi tylko dwa. Zatem tradycyjne
metody nie beda zbyt efektywne dlatego musimy wprowadzi¢ nowa
metode.



Oznaczmy zbidr n liniowych warunkéw przez H. Wektorem
definiujacym funkcje celu jest € = (cy, ¢y) czyli funkcja ma postaé
fo(p) = cxpx + CyPy-

Naszym celem jest znalezienie punktu p € R? takiego, ze p € NH i

f=(p) jest maksymalizowana. Oznaczmy program liniowy przez
(H,C) i jego obszar dopuszczalny przez C.

Moga zaj$¢ cztery przypadki rozwigzan naszego programu
liniowego:

(1) (i) (iii) (iv)
X ak




Algorytm, ktéry podamy bedzie przyrostowy. Bedzie dodawad
ograniczenia jedno po drugim utrzymujac optymalne rozwigzanie
dla posrednich programéw liniowych. Ponadto, bedzie zaktada¢, ze
kazdy posredni obszar dopuszczalny ma jednoznaczny wierzchotek
optymalny (ang. optimal vertex).

Aby spetni¢ wymagania musimy doda¢ dodatkowe ograniczenia.
Beda one zapewniaty, ze program liniowy jest ograniczony.

my = px < M, gdy ¢ > 0,
' _pX<M7 gdycx<0,

mz:{pyél\/l, gdy ¢, > 0,

—py < M, gdyc, <0,

gdzie M € R jest tak duze, aby dodatkowe warunki nie wptywaty
na rozwiazanie optymalne jesli oryginalny program liniowy byt
ograniczony.



Musimy réwniez przyjaé¢ konwencje, ze jesli mamy kilka punktéw
optymalnych, to wybieramy leksykograficznie najmniejszy.

L solution

Przy takich dwéch konwencjach kazdy program liniowy, ktéry jest
dopuszczalny, ma jednoznaczne rozwigzanie bedace wierzchotkiem
obszaru dopuszczalnego. Nazywamy ten wierzchotek wierzchotkiem

optymalnym.




Niech (H, ) bedzie programem liniowym. Oznaczmy
Co = my N my. Numerujemy potptaszczyzny hy, ho, ..., h, oraz
niech
H; = {m1, ma, h1, ha, ..., hi},
CG=mnNmNnNhNhnN...Nh.

Kazdy obszar C; ma jednoznaczny wierzchotek optymalny v;.
Z definicji od razu widaé, ze

GoGoGD...DC, =C.
Wynika stad, ze jesli C; = () dla pewnego i, to C; = ) dla

wszystkich j > i i program jest niedopuszczalny, wiec mozemy
zatrzymad algorytm.



Nastepujacy lemat méwi nam jak zmienia sie wierzchotek
optymalny kiedy dodajemy potptaszczyzne h;.

Lemat. Niech 1 </ < noraz C; i v; beda zdefiniowane jak
wczesniej. Wowczas:
> jesli vi_1 € hj, to v = v;_1,
» jedli vi_1 € hj, to albo C; = () albo v; € ¥;, gdzie /; jest prosta
ograniczajaca h;.

@ ks h3




W jaki sposéb znalez¢ nowy wierzchotek optymalny w drugim
przypadku?

Nasz problem ma postac:
Znajdz punkt p na ¢;, ktéry maksymalizuje f=, z uwzglednieniem
warunkéw p € hdla h € H;_1.

Zatézmy, ze £; nie jest pionowa, wiec mozemy ja sparametryzowad
wzgledem wspétrzednej x. Wtedy mozemy zdefiniowaé = : R — R
taka, ze

fz(p) = fz(px)
dla p € ¢;.
Niech o(h, ¢;) oznacza wspdtrzedna x punktu przeciecia ¢; z prosta
ograniczajaca h.



Zaleznie od tego czy ¢; N h jest ograniczone z lewej lub prawe;j
strony dostajemy warunek na wspdtrzedna x rozwigzania w postaci
x > o(h,¢;) lub x < a(h,¥;).

Nasz problem mozemy teraz zapisa¢ nastepujaco:
Maksymalizuj f=
Z uwzglednieniem
x> o(h,¢;),h € Hi_1i¢;N h jest ograniczone z lewej,
x < o(h,4;),h € Hi_1i¢;N h jest ograniczone z prawej.

Jest to jednowymiarowy program liniowy.



Jego rozwigzanie jest proste. Niech

X = max {a(h,£;) : £; N h jest ograniczone z lewej},
€M1

Xp = max {o(h,¥;) : ¢; N h jest ograniczone z prawej}.
€M1

Przedziat [x;, xp] jest obszarem dopuszczalnym. Program liniowy
jest niedopuszczalny, gdy x; > xp. Jesli program liniowy jest

dopuszczalny, to punkt optymalny jest punktem na ¢; albo w x;
albo x, zaleznie od funkcji celu.

Lemat. Jednowymiarowy program liniowy mozemy rozwigzaé w
czasie liniowym.



Algorithm 2DBOUNDEDLP(H,¢,my,m;)

Input. A linear program (H U {m;,m;}.¢), where H is a set of n half-planes,
¢ € R2, and m,, m» bound the solution.

Output. If (HU{my.my},¢) is infeasible, then this fact is reported. Otherwise,
the lexicographically smallest point p that maximizes f(p) is reported.

1. Let vy be the corner of Cy.

2. Lethy,... h, be the half-planes of H.

3. fori—1ton

4. doifv,_| €h;

5. then v, — v;_;

6. else v; «—the point p on ¢; that maximizes fz(p), subject to the
constraints in H;_j.

7. if p does not exist

8.

then Report that the linear program is infeasible and quit.
9. return v,



Algorithm 2DBOUNDEDLP(H,¢,my,m;)

Inpur. A linear program (H U {m,m;}.¢), where H is a set of n half-planes,
¢ € R2, and m,, m» bound the solution.

Output. If (HU{my.my},¢) is infeasible, then this fact is reported. Otherwise,
the lexicographically smallest point p that maximizes f(p) is reported.

1 Let vo be the corner of Cy.

2. Lethy,... h, be the half-planes of H.

3. fori—1ton

4. doifv,_| €h;

5 then v, — v;_;

6 else v; «—the point p on ¢; that maximizes fz(p), subject to the

constraints in H;_j.
. if p does not exist
8. then Report that the linear program is infeasible and quit.
9. return v,

Lemat. Algorytm 2DBOUNDEDLP oblicza rozwigzanie
ograniczonego programu liniowego z n warunkami i dwoma
zmiennymi w czasie O(n?) i liniowej pamieci.



Randomizowane programowanie liniowe

Okazuje sie, ze dla réznych uporzadkowan pétptaszczyzn z H
mozemy dostac rézne czasy, ktére moga by¢ nawet rzedu O(n).

W jaki sposdb znalez¢ takie uporzadkowanie?

Niestety, ale nie ma na to sposobu, ale mozemy zastosowaé losowy
porzadek w H. Oczywiscie mozemy nie mie¢ szczescia i trafi¢ na
uporzadkowanie z czasem kwadratowym.



Algorithm 2DRANDOMIZEDBOUNDEDLP(H, ¢,my,m;)

Input. A linear program (H U {m;,m»},c), where H is a set of n half-planes,
¢ € R2, and m;, m» bound the solution.

Output. If (HU {m,my},c) is infeasible, then this fact is reported. Otherwise,
the lexicographically smallest point p that maximizes f=(p) is reported.

1. Let vy be the corner of Cy.

2. Compute a random permutation hy,...,h, of the half-planes by calling
RANDOMPERMUTATION(H (1 - - -n]).

3. fori—1ton

4. doifv,_| € h;

5. then Vi<— Vi1

6. else v; «the point p on ¢; that maximizes fz(p), subject to the

constraints in H;_.
7. if p does not exist

8. then Report that the linear program is infeasible and quit.
9. returnv,



Algorithm RANDOMPERMUTATION(A)

Input. An array A[l ---n].

Output. The array A[1---n| with the same elements, but rearranged into a random permutation.
1. for k — n downto 2

2. do rndindex «—RANDOM(k)

3 Exchange A[k] and A[rndindex].




Algorytm 2DRANDOMIZEDBOUNDEDLP nazywa si¢ algorytmem
randomizowanym (ang. randomized algorithm). Jego czas dziatania
zalezy od pewnych losowych wyboréw dokonywanych przez
algorytm.

Lemat. Problem dwuwymiarowego programowania liniowego z n
warunkami mozna rozwigza¢ randomizacyjnie w oczekiwanym
czasie O(n), uzywajac w pesymistycznym przypadku linowej
pamieci.



