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Przecinanie sie odcinkéw
W systemach informacji geograficznej mapy sg przechowywane
jako zbiér warstw, gdzie kazda warstwa zawiera inne dane, np.
potozenie miast, sie¢ drég, sieé rzek itp.




Uzytkownicy systemu GIS moga wybraé do zobrazowania jedng z
map tematycznych lub natozy¢ kilka warstw. Gdy dwie lub wiecej
warstwy map tematycznych jest pokazanych razem, to czescia
wspolna natozenia s3 wyjatkowo ciekawe miegjsca.

Przyktadem moze by¢ natozenie warstwy drég i rzek. Wéwczas
przydatne jest wyraZne zaznaczenie ich przeciecia.




Zatbézmy, ze sieci, ktére chcemy natozy¢ s3 reprezentowane przez
zbiér odcinkéw.

Problemem, ktéry bedziemy chcieli rozwigzaé to znalezienie
wszystkich przecie¢ miedzy odcinkami z jednego zbioru i odcinkami
z drugiego zbioru.

Odcinki bedziemy interpretowaé jako odcinki domkniete czyli
koniec jednego odcinka lezacy na drugim odcinku bedzie si¢ liczyt
jako przeciecie.

Dla uproszczenia umieScimy odcinki obu zbioréw w jednym zbiorze
i obliczymy wszystkie przeciecia w tym zbiorze.




Niech S bedzie zbiorem n domknietych odcinkdéw na ptaszczyznie.

Algorytm sitowy wymaga czasu O(n?), ale w praktyce wiekszoé¢
odcinkéw przecina zero lub kilka innych odcinkéw, wiec sumaryczna
liczba punktéw przeciecia jest znacznie mniejsza niz kwadratowa.

Szukamy algorytmu, ktéry bedzie szybszy w takich sytuacjach czyli
algorytmu, ktérego czas bedzie zalezat nie tylko od liczby
odcinkéw, ale takze od liczby punktéw przeciecia. Taki algorytm
nazywa sie algorytmem wrazliwym na wynik (ang. output-sensitive
algorithm).



Jak uniknaé sprawdzania wszystkich par odcinkéw?

Zauwazmy, ze odcinki, ktére znajduja sie blisko siebie s3
kandydatami do przeciecia w przeciwiehnstwie do odcinkéw, ktére
leza daleko od siebie.
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Zdefiniujmy y-przedziat odcinka jako jego rzut prostopadty na o$ y.

Gdy y-przedziaty pary odcinkéw nie zachodzg na siebie to nie
moga sie przecinaé. Musimy zatem sprawdzaé tylko pary odcinkdw,
ktérych y-przedziaty zachodzg na siebie, tzn. istnieje pozioma
prosta przecinajaca oba odcinki.

W celu znalezienia par odcinkéw podejrzanych o przeciecie
wyobrazmy sobie prosta ¢ przesuwajaca sie w dét po ptaszczyznie.
Prosta startuje z pozycji powyzej wszystkich odcinkdw.

Przesuwamy prosta ¢ w dét i obserwujemy wszystkie odcinki
przecinajace ja.



Ten typ algorytmu nazywany jest algorytmem zamiatania (ang.
plane sweep algorithm), prosta zamiatajaca ¢ nazywa sie miotfa
(ang. sweep line). Stanem miotty nazywamy zbiér odcinkéw
przecinajacych ja.

Stan miotty zmienia sie, gdy miotta przemieszcza sie w doét, ale
tylko w punktach szczegdlnych potrzebna jest aktualizacja stanu.
Punkty te nazywamy punktami zdarzen (ang. event points).
Naszymi punktami zdarzen beda konce odcinkéw oraz punkty
przeciecia odcinkéw.

event point




Chwile, w ktérych miotta osigga punkt zdarzen s3 jedynymi
chwilami, w ktérych algorytm co$ robi, tzn. aktualizuje stan miotty
i wykonuje testy przeciec.

W celu zredukowania liczby testéw przeciecia odcinkdéw zawartych
w stanie porzadkujemy je od lewej do prawej tak, jak przecinaja
miotte. Bedziemy sprawdza¢ odcinki tylko wtedy kiedy sasiaduja
one w porzadku poziomym, tzn. bedziemy bada¢ nowy odcinek
wraz z odcinkiem bezposrednio na lewo i prawo od jego gérnego
konca.



Gdy punkt zdarzen jest gérnym koncem odcinka, to pojawia sie
nowy odcinek przecinajacy miotte. Dla tego odcinka sprawdzamy
przeciecie z jego dwoma sasiadami wzdtuz miotty.

~ ~ intersection
detected

Jesli znajdziemy przeciecie ponizej miotty, to znalezliSmy nowy
punkt zdarzen. Przeciecia powyzej miotty zostaly juz wczesniej
wykryte, wiec je pomijamy.



Gdy punkt zdarzen jest przecieciem, dwa odcinki, ktére przecinaja
sie zamieniaja sie kolejnoscia. Kazdy z nich zyskuje (co najwyzej)
jednego nowego sasiada, z ktérym sprawdza sie przeciecie.




Gdy punkt zdarzen jest dolnym koricem odcinka, to jego dwaj
sgsiedzi staja sie teraz sasiadujacy i trzeba sprawdzi¢ ich przeciecie.




W naszym algorytmie bedziemy potrzebowaé struktur danych do
przechowywania zdarzen oraz stanu miotty.




W naszym algorytmie bedziemy potrzebowaé struktur danych do
przechowywania zdarzen oraz stanu miotty.

Od kolejki Q przechowujacej zdarzenia wymagamy nastepujacych
operacji:
» dodawania zdarzenia,
P usuwania i zwracania z kolejki kolejnego pojawiajacego sie
zdarzenia,

P sprawdzania czy dane zdarzenie jest juz w kolejce.



Definiujemy porzadek < na punktach zdarzen nastepujaco:

pP=q <= py>qyV(py =0y Apx < qx)

Punkty zdarzen przechowujemy w zréwnowazonym drzewie BST
uporzadkowanym zgodnie z porzadkiem <.

Z kazdym punktem zdarzen p w Q bedziemy przechowywad
odcinek zaczynajacy sie w p, tzn. odcinek, ktérego gérnym koncem
jest p.

Wydobycie nastepnego zdarzenia i wstawienie zdarzenia wymagaja
czasu O(log m), gdzie m jest liczba zdarzeh w Q.



Od struktury 7 przechowujacej stany (uporzadkowany ciag
odcinkéw przecinajacych miotte) wymagamy nastepujacych
operacji:

P wyciagniecie sgsiadéw danego odcinka,

» wstawianie odcinka do 7,

» usuwanie odcinka z 7.

Do reprezentowania 7 uzywamy zréwnowazonego drzewa BST.

W drzewie przechowujemy odcinki przecinajace miotte
uporzadkowane w lisciach. Uporzadkowanie odcinkéw od lewej do
prawej wzdtuz miotty odpowiada uporzadkowaniu lisci w 7 od
lewej do prawe;j.



W weztach wewnetrznych przechowujemy odcinek ze skrajnie
prawego liscia w jego lewym poddrzewie.




Zatbézmy, ze wyszukujemy w 7 odcinek bezposrednio na lewo od
pewnego punktu p lezacego na miotle.

W kazdym wezle wewnetrznym v sprawdzamy czy p lezy na lewo
lub prawo od odcinka pamietanego w v. W zaleznosci od wyniku
schodzimy do lewego lub prawego poddrzewa v, ostatecznie
konczac w lisciu.

Albo znaleziony lis¢ albo iS¢ bezposrednio na lewo od niego
przechowuje odcinek, ktérego szukaliSmy.

W podobny sposéb mozemy znalez¢ odcinek bezposrednio na
prawo od p lub odcinek zwierajacy p.



Algorithm FINDINTERSECTIONS(S)
Input. A set S of line segments in the plane.
Output. The set of intersection points among the segments in S, with for each intersection point
the segments that contain it.
1. Initialize an empty event queue Q. Next, insert the segment endpoints into Q; when an
upper endpoint is inserted, the corresponding segment should be stored with it.
Initialize an empty status structure 7.
while Q is not empty
do Determine the next event point p in Q and delete it.
HANDLEEVENTPOINT(p)
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HANDLEEVENTPOINT(p)

1. LetU(p) be the set of segments whose upper endpoint is p; these segments are stored with
the event point p. (For horizontal segments, the upper endpoint is by definition the left
endpoint.)

2. Find all segments stored in T that contain p; they are adjacent in T. Let L(p) denote the
subset of segments found whose lower endpoint is p, and let C(p) denote the subset of
segments found that contain p in their interior.

3. ifL(p)UU(p)UC(p) contains more than one segment

4. then Report p as an intersection, together with L(p), U(p), and C(p).

5. Delete the segments in L(p) UC(p) from T.

6. Insert the segments in U(p) UC(p) into T. The order of the segments in T should correspond

to the order in which they are intersected by a sweep line just below p. If there is a horizontal
segment, it comes last among all segments containing p.

7. (x Deleting and re-inserting the segments of C(p) reverses their order. )

8. ifU(p)uC(p)=0

9. then Let s; and s, be the left and right neighbors of p in 7.
10. FINDNEWEVENT(s;, sy, p)

11.  else Lets' be the leftmost segment of U(p)UC(p) in T.
12. Let s; be the left neighbor of 5" in 7.

13. FINDNEWEVENT(s;.s'. p)

14. Let s” be the rightmost segment of U(p)UC(p) in T.
15. Let s, be the right neighbor of s” in T.

16. FINDNEWEVENT(s”,s,, p)



FINDNEWEVENT(s;, s, p)

1. if s; and s, intersect below the sweep line, or on it and to the right of the current event point
p, and the intersection is not yet present as an event in Q

2. then Insert the intersection point as an event into Q.




FINDNEWEVENT(s;, s, p)
1. if s; and s, intersect below the sweep line, or on it and to the right of the current event point

p, and the intersection is not yet present as an event in Q
2. then Insert the intersection point as an event into Q.

Niech S bedzie zbiorem n odcinkéw na ptaszczyznie. Wszystkie
punkty przeciecia w S, z odcinkami zwigzanymi z kazdym z nich
mozna podac w czasie O(nlog n+ I log n), z pamiecia O(n), gdzie
I jest liczba punktéw przeciecia.



Natozenie dwéch podziatéw

Wiekszos¢ map ma strukture bardziej ztozong niz zbiér odcinkéw.
Najczesdciej s3 one podziatami ptaszczyzny na etykietowane regiony,
np. mapa laséw w Kanadzie moze by¢ podziatem na regiony z
etykietami: sosnowy, zrzucajacy liscie, brzozowy, mieszany itp.




Mapy, ktére bedziemy bra¢ pod uwage beda podziatami planarnymi
(ang. planar subdivision).

disconnected
subdivision

Aby algorytm naktfadania dziatat w sposéb efektywny do
przechowywania podziatéw uzywaé bedziemy podwdjnie taczonej
listy krawedzi.




Natozenie dwéch podziatéw S1, S, definiujemy jako podziat taki,
ze istnieje Sciana f w tym podziale <= istniejg Sciany fi w S7 i
f> w Sy, dla ktérych f jest maksymalnym spdjnym podzbiorem

fi N f. Taki podziat oznaczamy przez O(S1, S?).
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Problem naktadania map polega na obliczeniu podwdjnie taczone;j
listy krawedzi dla O(S1,S2) z danych list dla &1 i Sa.

Ponadto chcemy, aby kazda $ciana w O(S1,S2) byta etykietowana
etykietami $cian w S1 i Sp, ktére je zawierajg. W ten sposdéb mamy
dostep do informacji o wtasnosciach pamietanych dla tych $cian.




Problem naktadania map polega na obliczeniu podwdjnie taczone;j
listy krawedzi dla O(S1,S2) z danych list dla &1 i Sa.

Ponadto chcemy, aby kazda $ciana w O(S1,S2) byta etykietowana
etykietami $cian w S1 i Sp, ktére je zawierajg. W ten sposdéb mamy
dostep do informacji o wtasnosciach pamietanych dla tych $cian.

Aby wyznaczy¢ naktadanie sie map najpierw kopiujemy podwdjnie
taczone listy krawedzi S1, S> do nowej podwdjnie taczone;j listy
krawedzi. Nastepnie wykonujemy dwa kroki:

» obliczamy przeciecia w nowej liscie,

» tworzymy rekordy nowych Scian.



Pierwszy krok wykonujemy uzywajac algorytmu przecinania sie
odcinkow.

W strukturze D poczatkowo umieszczamy kopie podwdjnie
faczonej listy krawedzi dla Sy i Sz. Podczas zamiatania
przeksztatcamy D w poprawna podwdjnie taczong liste krawedzi
dla O(81,S2), tzn. rekordy wierzchotka i pétkrawedzi, bo rekordy
$cian utworzymy w drugim kroku.

W strukturze stanu 7 utrzymujemy krzyzujace sie wskazniki
miedzy krawedziami w 7 a odpowiadajacymi im rekordami
potkrawedzi w D. W ten sposéb mamy dostep do czesci D, ktéra
powinna by¢ zmieniona, gdy napotkamy punkt przeciecia.



W punkcie zdarzen aktualizujemy struktury 7 i D jak w algorytmie
przecie¢ odcinkéw. Jesli zdarzenie dotyczy krawedzi z obu
podziatéw, to musimy dokonac lokalnych zmian w D, aby potaczy¢
podwdjnie taczone listy krawedzi dwdch pierwotnych podziatéw w
punkcie przeciecia. W tym celu musimy rozpatrzy¢ rézne
przypadki, np.

the geometric situation and the
two doubly-connected edge lists the doubly-connected edge list
before handling the intersection after handling the intersection
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W drugim kroku naszego algorytmu tworzymy rekordy $cian. W
tym celu bedziemy badaé cykle jakie tworza pétkrawedzie
stworzone w poprzednim kroku.




W drugim kroku naszego algorytmu tworzymy rekordy $cian. W
tym celu bedziemy badaé cykle jakie tworza pétkrawedzie
stworzone w poprzednim kroku.

W jaki sposéb poznaé czy cykl jest na brzegu zewnetrznym czy
brzegu dziury w $cianie?

Mozemy to okresli¢ patrzac na skrajnie
lewy wierzchotek cyklu lub w przypadku
niejednoznacznym na najnizszy ze
skrajnie lewych wierzchotkéw. Bierzemy
pbtkrawedzie incydentne z naszym
wierzchotkiem i obliczamy kat pomiedzy
nimi. Jesli kat jest mniejszy od 180°, to
cykl jest na brzegu zewnetrznym, w
przeciwnym przypadku jest to brzeg
dziury.



Aby zdecydowad, ktoére cykle brzegowe ograniczaja te same $ciany
tworzymy graf G.

Dla kazdego cyklu istnieje wierzchotek w G. Jest tez jeden
wierzchotek dla urojonego zewnetrznego brzegu nieograniczonej
$ciany.

Miedzy dwoma cyklami istnieje krawedZz <= jeden z cykli jest
brzegiem dziury a drugi cykl ma pétkrawedz bezposrednio na lewo
od skrajnie lewego wierzchotka cyklu tej dziury. Jesli nie ma takiej
pbtkrawedzi, to wierzchotek taczymy z wierzchotkiem urojonego
brzegu.






Jak mozemy skonstruowaé graf G?

W algorytmie zamiatania dla przecie¢ odcinkéw zawsze szukaliSmy
odcinkéw bezposrednio na lewo od punktu zdarzen. Zatem
informacja, ktoérej potrzebujemy do konstrukcji G jest okreslana
podczas zamiatania.




Pozostato nam etykietowanie Scian naszego podziatu. Niech f
bedzie Sciana, ktéra etykietujemy i rozwazmy dowolny wierzchotek
v tej Sciany.

Jesli v jest przecieciem krawedzi e; z S1 i e z Sp, to patrzymy na
wskazniki Sciany incydentnej odpowiednich pétkrawedzi
odpowiadajacych e i en.




Jesdli v nie jest przecieciem, ale jest wierzchotkiem powiedzmy S,
to znamy tylko Sciane z &1 zawierajaca f. Musimy znalezé Sciane w
S, ktéra zawiera v.

W tym celu musimy dla kazdego wierzchotka z &1 mie¢ informacje,
ktéra $ciana w Sy go zawiera (i odwrotnie). Do wyznaczenia tych
informacji mozemy stworzy¢ algorytm wykorzystujacy paradygmat
zamiatania. (Mozna zmodyfikowaé zamiatanie obliczajace
przeciecia).



Algorithm MAPOVERLAY(S1.8;)

Input. Two planar subdivisions 81 and 8; stored in doubly-connected edge lists.

Output. The overlay of 8; and 8, stored in a doubly-connected edge list D.

1. Copy the doubly-connected edge lists for 81 and 8, to a new doubly-connected edge list D.

2. Compute all intersections between edges from 8; and 8, with the plane sweep algorithm
of Section 2.1. In addition to the actions on T and Q required at the event points, do the
following:

eUpdate D as explained above if the event involves edges of both 81 and 8,. (This was
explained for the case where an edge of 8| passes through a vertex of 8.)

oStore the half-edge immediately to the left of the event point at the vertex in D
representing it.

3. (* Now D is the doubly-connected edge list for O(81,8,). except that the information about
the faces has not been computed yet. )

4. Determine the boundary cycles in O(81,8) by traversing D.

5. Construct the graph G whose nodes correspond to boundary cycles and whose arcs connect
each hole cycle to the cycle to the left of its leftmost vertex, and compute its connected
components. (The information to determine the arcs of § has been computed in line 2,
second item.)

6.  for each connected component in §

7. do Let C be the unique outer boundary cycle in the component and let f denote the face
bounded by the cycle. Create a face record for f, set OuterComponent( f) to some
half-edge of €, and construct the list [nnerComponents(f) consisting of pointers to
one half-edge in each hole cycle in the component. Let the IncidentFace() pointers
of all half-edges in the cycles point to the face record of f.

8. Label each face of O(8;,8;) with the names of the faces of 8; and 8, containing it, as

explained above.



Niech &1 bedzie podziatem planarnym o ztozonosci nj, a S, bedzie
podziatem o ztozonosci ny oraz niech n = ny 4+ ny. Natozenie Sy i
S mozna obliczyé w czasie O(nlog n + klog n), gdzie k jest
ztozonoscig natozenia.




