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Binarne podziaty przestrzeni
W symulatorach lotu waznym zadaniem jest wizualizacja sceny 3D.

Aby renderowad sceng dla kazdego piksela musimy okredli¢ obiekt,
ktéry jest widoczny w tym pikselu. Nazywamy to usuwaniem

niewidocznych powierzchni.
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Dodatkowo musimy wykonaé obliczenia o$wietlenia i cieniowania,
ktére sg kosztowne.

W symulatorach lotu i nie tylko (np. grach) renderowanie musi by¢
wykonywane w czasie rzeczywistym. Dlatego stosuje sie szybkie i
proste techniki cieniowania, a usuwanie niewidocznych powierzchni
staje sie waznym czynnikiem.
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Popularna i prosta technika usuwania niewidocznych powierzchni
jest algorytm bufora Z.



Na poczatku pracy algorytmu bufor z jest wypetniany maksymalna
wartoscig gtebi. Jednoczesnie wszystkie piksele obrazu przyjmuja
barwe tfa.

Nastepnie rysowane s3 wielokaty (w dowolnej kolejnosci) — to
znaczy wypetniane s3 ich rzuty odpowiednia barwa.

Podczas wypetniania zwykta procedura wypetniajaca jest
poszerzona o sprawdzenie gtebi odpowiadajacej danemu pikselowi.
Piksel jest wypetniony tylko wtedy, kiedy jego gtebia jest mniejsza
niz warto$¢ zapisana w buforze.



Algorytm bufora Z wymaga dodatkowej pamieci, ktéra rosnie wraz
ze wzrostem rozdzielczosci renderowanej sceny. Ponadto kazdy
piksel pokryty przez obiekt wymaga dodatkowego testu dla gtebi.

Algorytm malarza unika tych dodatkowych kosztéw przez wstepne
posortowanie obiektéw wzgledem ich odlegtosci od punktu
obserwacyjnego. Nastepnie obiekty rysowane s3 w porzadku od
najdalszego do najblizszego (tzw. porzadek gtebi).
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Numery oznaczaja kolejnos¢é rysowania.

Caty proces przypomina sposdb pracy malarza, gdy ktadzie
warstwy farby na powierzchni pozostatych warstw.



Skutecznoé¢ algorytmu malarza zalezy od szybkosci sortowania
obiektéw. Musimy by¢ to w stanie zrobi¢ szybko.

Porzadek gtebi nie zawsze moze istnie¢, np. w przypadku
cyklicznego natozenia zadne uporzadkowanie nie da poprawnego
obrazu.




W przypadkach cyklicznego natozenia mozemy podzieli¢ pewne
obiekty i nastepnie posortowaé wzgledem gtebi.

Obliczenie, ktére obiekty podzieli¢, jak je podzieli¢ i w konicu
posortowacd je jest kosztownym procesem.

Ponadto porzadek gtebi zalezy od potozenia punktu
obserwacyjnego, wiec po zmianie potozenia musimy ponownie
obliczy¢ porzadek.

Aby skorzystaé z algorytmu malarza w Srodowisku czasu
rzeczywistego musimy uzy¢ dodatkowej struktury danych, ktéra
zapewni nam szybkie znalezienie porzadku gtebi dla dowolnego
punktu obserwacyjnego.



Drzewa BSP

Struktura danych nadajaca sie do naszych celéw jest drzewo
binarnego podziatu przestrzeni (ang. binary space partitioning —
BSP).




Dla danej hiperptaszczyzny:
h:aixy+axo+ ...+ agXg +ag+1 =0

niech h™ oznacza otwarta dodatnig pétprzestrzen ograniczong
przez h, a h™ bedzie otwarta ujemng pdtprzestrzenia, tzn.

ht = {(Xl,Xg, . ,Xd) paixy taxxo + ...+ agXqg + ag4+1 > 0},
h™ = {(x1, X2, ...,Xq) 1 @1x1 + aoxo + ... + agxq + aqg+1 < 0}.



Drzewo BSP dla zbioru S obiektéw w d-wymiarowej przestrzeni
jest to drzewo binarne 7 o wtasnosciach:
> Jesli |S| <1, to T jest lisciem. Fragment obiektu (o ile
istnieje) jest pamietany doktadnie w lisciu. Jesli li$¢ jest
oznaczony v, to S(v) niech oznacza zbiér pamigtany w lisciu.
> Jesli |S| > 1, to korzeh v drzewa 7 pamigta hiperptaszczyzne
h, wraz ze zbiorem S(v) obiektéw, ktére sa catkowicie
zawarte w h,. Lewym dzieckiem v jest korzen drzewa BSP
7~ dla zbioru S~ = {h, N's:s € S}, a prawym dzieckiem v
jest korzen drzewa BSP 7 dla zbioru ST = {hf Ns:s e S}.



Rozmiar drzewa BSP jest catkowitym rozmiarem zbioréw S(v) po
wszystkich weztach v drzewa (tzn. catkowita liczba stworzonych

fragmentéw obiektéw).

Jesli BSP nie zawiera bezuzytecznych prostych rozdzielajacych
(proste dzielace puste podprzestrzenie), to liczba weztéw drzewa
jest co najwyzej liniowa wzgledem rozmiaru drzewa BSP.
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Liscie w drzewie BSP reprezentuja $ciany w podziale wywotanym
przez BSP.

Ogodlniej, mozemy utozsamié¢ wypukty obszar z kazdym weztem v
w drzewie BSP.



Obszar jest przecieciem potprzestrzeni h®, gdzie i jest przodkiem
v,a o= —, gdy v jest w lewym poddrzewie u lub ¢ = +, gdy jest
w prawym poddrzewie. Obszar odpowiadajacy korzeniowi 7 jest
petna przestrzenia.
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Szary wezet odpowiada szaremu obszarowi £{ N {3 N 4.



Hiperptaszczyzny rozdzielajagce moga by¢ dowolne.

W celach obliczeniowych stosuje sie ograniczenie zbioru
dopuszczalnych hiperptaszczyzn rozdzielajacych.

Powiedzmy, ze chcemy wyznaczy¢ drzewo BSP dla zbioru
odcinkéw na ptaszczyznie. Naturalnymi kandydatami na proste
rozdzielajace sa przedtuzenia odcinkéw. Drzewo BSP uzywajace
takich prostych nazywa sie autopodziatem.
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Dla zbioru wielokatéw planarnych w przestrzeni 3D autopodziatem
jest drzewo BSP, ktére jako ptaszczyzn rozdzielajacych uzywa
ptaszczyzn przechodzacych przez dane wielokaty.

Autopodziaty nie zawsze tworza drzewa BSP o minimalnym
rozmiarze, ale s3 one rozsadnie mafe.




Algorytm malarza i drzewa BSP

Zatézmy, ze mamy drzewo BSP 7T dla obiektéw sceny 3D.
Niech pyje,, bedzie punktem obserwacyjnym oraz zatézmy, ze lezy
on powyzej ptaszczyzny rozdzielajacej z korzenia 7.
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Zaden obiekt z h; nie moze zastania¢ obiektéw z hi. Zatem
najpierw renderujemy obiekty z 7~ a potem z 7. Porzadek
obiektéw (fragmentéw) w 71 i 7~ otrzymujemy rekurencyjnie w
ten sam sposdb.




Algorithm PAINTERSALGORITHM(T, Pyiew)

1. Letv be the root of 7.

2. ifvisaleaf

3 then Scan-convert the object fragments in S(v).

4 else if pyiew € 11y

5. then PAINTERSALGORITHM(T ™, Pyiew)

6 Scan-convert the object fragments in S(v).
7 PAINTERSALGORITHM(T ™, pyiew)

8 else if pyiew € 1y,

9. then PAINTERSALGORITHM(T ™, pyiew)

10. Scan-convert the object fragments in S(Vv).
11. PAINTERSALGORITHM(T ™, pyiew)

12. else (* pyiew € iy *)

13. PAINTERSALGORITHM(T ™, pyiew)

14. PAINTERSALGORITHM(T ™, pyiew)



W algorytmie nie rysujemy wielokatéw z S(v), gdy pyiew lezy na
prostej rozdzielajacej h, poniewaz wielokaty sa ptaskimi,
dwuwymiarowymi obiektami i s3 niewidoczne z punktéw lezacych
na pfaszczyznie zawierajacej je.
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Efektywnos¢ algorytmu malarza z drzewem BSP zalezy od
rozmiaru drzewa BSP.

Musimy wybraé ptaszczyzny rozdzielajace tak, aby rozdrobnienie
obiektow byto bliskie minimalnego.

Zanim zobaczymy strategie budowy matych drzew BSP musimy
zdecydowac jakie rodzaje obiektéw dopuszczamy. Poniewaz
obecnie karty graficzne najlepiej radza sobie z renderowaniem
tréjkatéw, wiec sceny 3D zazwyczaj modelowane sg za pomoca
tréjkatéw. Gdyby jednak uzyto wielokatéw zamiast tréjkatéw, to
zawsze wielokaty mozemy striangulowad.



Konstrukcja drzew BSP

Zacznijmy od przypadku 2D i odcinkéw. Niech S bedzie zbiorem n
nieprzecinajacych sie odcinkéw na ptaszczyznie.

Ograniczymy sie wyfacznie do autopodziatéw. Zatem niech £(s)
oznacza prosty zawierajaca odcinek s.

U(s)

Przy takich zatozeniach od razu przychodzi na mysl prosty
algorytm rekurencyjny.




Algorithm 2DBSP(S)

Input. A set S = {s1,s2,...,5,} of segments.
Output. A BSP tree for S.

1. ifcard(S) <1

2. then Create a tree T consisting of a single leaf node, where the set S is
stored explicitly.

3. return T

4. else (x Use ((s)) as the splitting line. *)

5. St —{snl(s))":5€8} T —2DBsP(ST)

6. S —{snl(s;)":s€S8}; T —2DBSP(S)

7. Create a BSP tree T with root node v, left subtree T, right sub-

tree T, and with S(v) = {s € S:s C {(s1)}.
8. return T



Algorytmy buduje drzewo BSP, ale czy jest ono mate?
Strategia brania s; moze nie by¢ najlepszym wyjsciem.

Jesli wybierzemy odcinek s € S taki, ze ¢(s) przecina tak mato
odcinkéw jak to mozliwe, to dostaniemy podejscie zachtanne. Ale
takie podejscie nie dziata zbyt dobrze dla pewnych konfiguracji
odcinkéw. Ponadto znalezienie takiego odcinka bytoby
czasochtonne.

Mozemy zastosowaé podejscie losowe, tzn. wybieramy odcinek s w
sposéb losowy sposrdéd odcinkéw znajdujacych sie w S.



Algorithm 2DRANDOMBSP(S)

1. Generate a random permutation S’ = sy,...,s, of the set S.
2. T «—2DBsp()

3. return T

Rozmiar wynikowego drzewa BSP zalezy od uzytej permutacji.
Dlatego podamy oczekiwany rozmiar drzewa BSP, tzn. $redni
rozmiar po wszystkich n! permutacjach.

Oczekiwana liczba fragmentéw tworzonych przez algorytm
2DRANDOMBSP wynosi O(nlog n).



Przy dowodzeniu wielkosci drzewa BSP z poprzedniego slajdu
mozna pokaza¢, ze
» dla kazdego zbioru n odcinkéw istnieje drzewo BSP o
rozmiarze n+ 2nln n,

P co najmniej potowa wszystkich permutacji prowadzi do drzewa
BSP o rozmiarze n+ 4nlnn.

Mozemy wykorzystac ten fakt w algorytmie. Po uruchomieniu
2DRANDOMBSP sprawdzamy rozmiar drzewa. Jesli przekracza
n+ 4nln n, to zndw rozpoczynamy algorytm przy uzyciu
permutacji losowej. Oczekiwana liczba préb wynosi dwa.



BSP rozmiaru O(nlog n) mozna obliczy¢é w oczekiwanym czasie
O(n?log n).

Czas dziatania algorytmu jest dos¢ kiepski, ale w wielu
zastosowaniach nie jest to az tak wazne, poniewaz konstrukcja jest
wykonywana off-line.




BSP rozmiaru O(nlog n) mozna obliczy¢é w oczekiwanym czasie
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Algorytm 2D bezposrednio uogdlnia sie na przypadek 3D. Niech S
bedzie zbiorem n nieprzecinajacych sie tréjkatéw w R3.
Ograniczamy sie do autopodziatéw. Niech h(t) oznacza
pfaszczyzne zawierajaca trojkat t.

L=

h(r)




Algorithm 3DBSP(S)
Input. A set S = {t|,t2,...,t,} of triangles in R3.

Output. A BSP tree for S.
1. ifcard(S) <1

2. then Create a tree T consisting of a single leaf node, where the set S is
stored explicitly.

3. return T

4. else (x Use h(r)) as the splitting plane. *)

5. St {tnh(t)*t:teS}; T <—3DBSPS™)

6. ST —{tnh(r)” 1S} T~ «—3DBSP(S7)

7. Create a BSP tree T with root node v, left subtree T, right

subtree T+, and with S(v) ={r € S:1 C h(r)}.
8. return T



Rozmiar otrzymanego drzewa BSP ponownie zalezy od kolejnosci
tréjkatéw. Pewne porzadki dajg wiecej fragmentdw niz inne. Zatem
jak dla wersji 2D mozemy sprébowaé ustawienia trojkatéw w
sposéb losowy.

W praktyce daje to zwykle dobre efekty, ale nie wiadomo, jak
teoretycznie analizowaé oczekiwane zachowanie sie tego algorytmu.




