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Triangulacja Delaunay

Skupimy sie na tworzeniu modelu fragmentu powierzchni ziemi
czyli terenu. Teren jest powierzchnig dwuwymiarowa w przestrzeni
tréjwymiarowej o tej wtasnosci, ze kazda pionowa prosta przecina
go w co najwyzej jednym punkcie. Zatem jest to wykres funkgji
f: ACR? — R, ktéra wyznacza wysoko$¢ f(p) dla kazdego

p €A

Teren mozemy przedstawiac na rézne sposoby, np. za pomoca
rysunku perspektywicznego czy tez za pomoca konturu linii
taczacych punkty o tej samej wysokosci (izolinie) tak jak na mapie
topograficznej.
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Oczywiscie nie znamy wysoko$ci kazdego punktu na Ziemi, znamy
ja tylko w punktach, w ktérych ja zmierzyliSmy. Zatem méwiac o
pewnym terenie znamy wartosci funkcji f na skonczonym zbiorze
P C A punktéw pomiarowych.

Na podstawie wysokosci punktéw pomiarowych musimy znalez¢
aproksymacje punktéw w innych punktach dziedziny.

Naiwna metoda polega na przydzieleniu p € A wysokosci
najblizszego punktu pomiarowego. Nie bedzie to wygladac zbyt
naturalnie.




Najpierw okreslamy triangulacje P czyli podziat planarny, ktérego
ograniczone $Sciany s3 tréjkatami, a wierzchotki s3 punktami z P.
Potem podnosimy kazdy punkt pomiarowy na jego wtasciwa
wysokos¢.

W ten sposéb otrzymujemy teren wieloScienny (ang. polyhedral
terrain), tj. wykres funkgji, ktéra jest kawatkami liniowa.



Triangulacji punktéw pomiarowych mozemy dokonaé na wiele
ré6znych sposobdédw. Poniewaz nie znamy rzeczywistego terenu, wiec
nie jesteSmy w stanie stwierdzi¢, ktéra jest najlepsza. Niemniej
pewne triangulacje wygladaja bardziej naturalnie od innych.
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Triangulacja (a) jest bardziej naturalna poniewaz modeluje gérski
grzbiet, a (b) wprowadza waska doline przecinajaca gérski grzbiet.



Problem z triangulacja (b) jest taki, ze wysokos¢ g okreSlana jest
przez dwa punkty, ktére znajduja sie wzglednie daleko. Punkt g
lezy po $rodku dwéch dtugich i ostrych trojkatow.

Triangulacje zawierajace mate katy sa zte. Dlatego bedziemy
szeregowacd triangulacje przez poréwnywanie najmniejszych katow.
Jesdli najmniejsze katy sa takie same to patrzymy na drugi
najmniejszy kat itp.

Liczba triangulacji jest skonczona, wiec musi istnie¢ optymalna
triangulacja maksymalizujagca minimalny kat. Jest to triangulacja,
ktérej szukamy.



Triangulacje planarnych zbioréw punktéw

Niech P = {p1,p2, ..., pn} bedzie zbiorem punktéw na
ptaszczyznie.

Maksymalnym podziatem planarnym (ang. maximal planar
subdivision) S nazywamy podziat taki, ze nie mozna doda¢ do S
zadnej krawedzi faczacej dwa wierzchotki bez zniszczenia jego
planarnosci.

Triangulacja zbioru punktéw P nazywamy maksymalny podziat
planarny, ktérego zbiorem wierzchotkéw jest P.



Dowolny odcinek taczacy dwa kolejne punkty na brzegu otoczki
wypuktej zbioru P jest krawedzia dowolnej triangulacji 7. To
oznacza, ze suma ograniczonych écian w 7 jest zawsze otoczka

wypukta zbioru P.

convex hull boundary



Dowolny odcinek taczacy dwa kolejne punkty na brzegu otoczki
wypuktej zbioru P jest krawedzia dowolnej triangulacji 7. To
oznacza, ze suma ograniczonych écian w 7 jest zawsze otoczka

wypukta zbioru P.

convex hull boundary

Liczba tréjkatow i krawedzi w triangulacji jest stata i wynosi
2n—2 — k tréjkatéw i 3n — 3 — k krawedzi, gdzie n = card(P), a k
jest to liczba punktéw z P lezacych na brzegu CH(P).



Niech 7 bedzie triangulacjg P i zatézmy, ze ma ona m tréjkatow.
W triangulacji 7 mamy zatem 3m katéw. Niech a1, an, ..., asm
bedzie niemalejacym ciagiem tych katéw.

Niech A(T) = (o, a2, . .., a3m) 0znacza wektor katow 7.

Zatézmy, ze mamy druga triangulacje 7’ z wektorem katéw
A(T) = (o], ah, ..., a5,). Méwimy, ze wektor katéw 7 jest
wiekszy od wektora katéw 7" jesli A(7T) jest leksykograficznie
wieksze niz A(7"). Oznaczamy to jako A(7) > A(7").

Méwimy, ze triangulacja 7 jest katowo optymalna (ang.
angle-optimal), gdy A(7) > A(7’) dla wszystkich triangulacji 7’
zbioru P.



Rozwazmy krawedZ e = p;p; triangulacji 7 zbioru P. Jedli e nie
jest krawedziag nieograniczonej $ciany, to sasiaduje z dwoma
trojkatami pip;jpi i pipjps- Jesli te dwa tréjkaty tworzg czworokat
wypukty, to mozemy otrzymaé nowa triangulacje 7' przez
usuniecie p;p; z 7 i wstawienie prp;. Operacje te nazywamy
przekrecaniem krawedzi (ang. edge flip).

Jedyng réznice miedzy A(T) i A(7") stanowi sze$¢ katéw

aig,...,ae w A(T), ktére s zastepowane przez of,..., a5 w
A(T)).



KrawedZ e = p;p; nazywamy krawedzig nielegalng (ang. illegal
edge), jesli

min «; < min af.

1<i<6 1<i<6
Czyli krawedz? jest nielegalna, gdy przez przekrecenie tej krawedzi
mozemy lokalnie zwiekszy¢ najmniejszy kat.

Spostrzezenie. Niech 7 bedzie triangulacja z krawedzig nielegalna
e. Niech 77 bedzie triangulacja otrzymang z 7 przez przekrecenie
e. Wéwczas

A(T') > A(T).



Okazuje sie, ze wcale nie musimy obliczaé¢ katéw, aby sprawdzi¢ czy
dana krawedz jest legalna. Pomocny w tym jest nastepujacy lemat.

Lemat. Niech krawedz e = p;p; lezy migdzy tréjkatami p;pjpy i
pipjp; oraz niech C bedzie okregiem przechodzacym przez p;, p; i
pk- Krawedz e jest nielegalna <= punkt p; lezy wewnatrz C.
Ponadto, jesli punkty p;, pj, pk, p; tworza czworokat wypukty i nie
lezg na tym samym okregu, to dokfadnie jedna z krawedzi p;p;
oraz pgp; jest nielegalna.




Gdy wszystkie cztery punkty lezg na okregu to obie krawedzie p;p;
i PP sa legalne.

Dwa tréjkaty sasiadujace z nielegalng krawedzig musza tworzy¢
czworokat wypukty, wiec zawsze jest mozliwe przekrecenie krawedzi
nielegalnej.

Triangulacje nazywamy legalng jesli nie zawiera krawedzi
nielegalnych. Zatem kazda triangulacja katowo optymalna jest
legalna.

Majac danga triangulacje mozemy z niej otrzyma¢ triangulacje
legalng przekrecajac jej krawedzie nielegalne, az wszystkie
krawedzie stang sie legalne.



Algorithm LEGALTRIANGULATION(T)

Input. Some triangulation T of a point set P.

Output. A legal triangulation of P.

1. while T contains an illegal edge p;p;

2 do (x Flip p;p; *)

3. Let p;ppx and p;p jp; be the two triangles adjacent to p;p;.
4 Remove p;p; from T, and add pp; instead.

5. return T




Triangulacja Delaunay
Niech P bedzie zbiorem n punktéw na ptaszczyznie. Przyjrzymy sie
teraz grafowi dualnemu do diagramu Voronoi zbioru P.

Graf dualny G ma wierzchotki odpowiadajace kazdej komérce
Voronoi i krawedzie miedzy dwoma wierzchotkami, gdy
odpowiednie komérki rozdziela krawedz.




Rozwazmy prostoliniowe zanurzenie grafu G, w ktérym wierzchotek
odpowiadajacy komérce Voronoi V/(p) jest punktem p, a krawedz
taczaca wierzchotki odpowiadajace V/(p) i V/(q) jest odcinkiem 7g.

Zanurzenie to nazywamy grafem Delaunay zbioru P i oznaczamy

DG(P).



Twierdzenie. Graf Delaunay zbioru punktéw na ptaszczyznie jest
grafem planarnym.

Jesli wierzchotek Voronoi v jest wierzchotkiem komérek Voronoi
dla centréw p1, p2, ..., pk, to odpowiednia $ciana f w DG(P) ma
P1, P2, - -, Pk jako wierzchotki. Ponadto punkty p1, p2, ..., px leza
na okregu wokét v, wiec f jest wielokatem wypuktym.

Jesli punkty z P sg rozmieszczone losowo szansa, ze cztery punkty
bedg leze¢ na jednym okregu jest bardzo mata. Bedziemy mowic,
ze zbiér punktéw jest w pofozeniu ogélnym (ang. general position)
jesli nie zawiera czterech punktéw wspdtokregowych.



Jesdli P jest w potozeniu ogdlnym, to wszystkie wierzchotki
diagramu Voronoi maja stopien trzy. Zatem wszystkie $ciany
ograniczone DG(P) sa tréjkatami.

Triangulacja Delaunay nazywamy triangulacje otrzymanga przez
dodanie krawedzi do grafu Delaunay.

Triangulacja Delaunay jest jednoznaczna <= DG(P) jest
triangulacja, co ma miejsce, gdy P jest w potozeniu ogdlnym.



Twierdzenie. Niech P bedzie zbiorem punktéw na ptaszczyznie.

» Trzy punkty p;, pj, px € P s wierzchotkami tej samej Sciany
grafu Delaunay zbioru P <= okrag przechodzacy przez
Pi, Pj, Pk Nie zawiera w swoim wnetrzu zadnego punktu z P.
» Dwa punkty p;, pj € P tworza krawedz grafu Delaunay zbioru
P <= istnieje koto domkniete C, ktére zawiera p; i p; na
swoim brzegu oraz nie zawiera zadnego innego punktu z P.

Z tego twierdzenia wynika nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. Niech P bedzie zbiorem punktéw na ptaszczyznie, a
7T triangulacja zbioru P. 7T jest triangulacja Delaunay zbioru

P <= okrag opisany na dowolnym tréjkacie 7 nie zawiera w
swoim wnetrzu punktu z P.



Twierdzenie. Niech P bedzie zbiorem punktéw na ptaszczyznie.
Triangulacja 7 zbioru P jest legalna <= 7T jest triangulacja
Delaunay zbioru P.

Poniewaz dowolna triangulacja katowo optymalna musi by¢
legalna, wiec zgodnie z powyzszym twierdzeniem musi by¢
triangulacja Delaunay.

Gdy P jest w potozeniu ogdlnym istnieje tylko jedna triangulacja
legalna, ktéra jest wtedy jedyna triangulacja katowo optymalna.
Gdy P nie jest w potozeniu ogdlnym, to dowolna triangulacja
Delaunay jest legalna.



Obliczanie triangulacji Delaunay

Algorytm obliczania triangulacji Delaunay, ktéry za chwile
wprowadzimy bedzie randomizowanym algorytmem przyrostowym.

Pierwsze co robimy to tworzymy tréjkat o wierzchotkach
p—1, p—2, p—3 zawierajacy zbiér P.




Bedziemy oblicza¢ triangulacje Delaunay zbioru
PU{p_1,p—2,p-3}. Po jej wyznaczeniu odrzucamy wierzchotki
p—1, Pp—2, p—3 wraz ze wszystkimi krawedziami incydentnymi
otrzymujac triangulacje Delaunay zbioru P.

W algorytmie bedziemy dodawaé punkty w porzadku losowym i
bedziemy pamietaé triangulacje Delaunay dla aktualnego zbioru
punktow.

W jaki sposéb dodajemy punkty?

Zatézmy, ze chcemy dodad punkt p,. Najpierw znajdujemy tréjkat
w aktualnej triangulacji, ktory zawiera p;.



Moga zaj$¢ dwa przypadki:
» punkt nalezy do wnetrza tréjkata — dodajemy krawedzie z p,
do wierzchotkéw tréjkata,
P punkt lezy na krawedzi e tréjkata — dodajemy krawedzie z p,
do przeciwlegtych wierzchotkéw tréjkatéw zawierajacych e.

p, lies in the interior of a triangle p, falls on an edge

Pi
Pk

Di Pk

Pi

Pj




Tak powstata triangulacja niekoniecznie musi by¢ triangulacja
Delaunay, poniewaz dodanie p, mogto uczynié niektére istniejace
krawedzie nielegalnymi.

Aby poprawi¢ triangulacje bedziemy musieli poprawi¢ potencjalne
nielegalne krawedzie. Zrobimy to za pomoca funkg;ji
LEGALIZEEDGE.

Procedura ta zastepuje krawedzie nielegalne przez legalne za
pomoca przekreceh krawedzi.




Tak powstata triangulacja niekoniecznie musi by¢ triangulacja
Delaunay, poniewaz dodanie p, mogto uczynié niektére istniejace
krawedzie nielegalnymi.

Aby poprawi¢ triangulacje bedziemy musieli poprawi¢ potencjalne
nielegalne krawedzie. Zrobimy to za pomoca funkg;ji
LEGALIZEEDGE.

Procedura ta zastepuje krawedzie nielegalne przez legalne za
pomoca przekreceh krawedzi.

Ktére krawedzie moga stac sie nielegalne po wstawieniu p,?

Zauwazmy, ze krawedZ p;p;, ktéra przedtem byta legalna moze sta¢
sie nielegalna tylko gdy jeden z tréjkatéw sasiadujacych z nig
zostat zmieniony.



Zatem musimy sprawdzi¢ tylko krawedzie nowych tréjkatéw.
Wykonujemy to uzywajac funkcji LEGALIZEEDGE, ktéra sprawdza
i by¢ moze przekreca krawedz. Jesli przekrecimy krawedz, to inne
krawedzie moga stac sie nielegalne. Dlatego wywotujemy
rekurencyjnie LEGALIZEEDGE dla potencjalnie nielegalnych
krawedzi.




Algorytm 1: Triangulacja Delaunay
Dane: Zbiér P zawierajacy n € N punktow przestrzeni R2.
Wiynik: Triangulacja Delaunay 7 zbioru P.

-

Niech (z1, 1), (2u, yu) beda lewym dolnym i prawym gérnym rogiem prostokata
zawierajgcego punkty z P

(5, o) = (1 + ) /2, (Y1 + Yu)/2)

d =100~ max{|z, — x|, |y, — wl}

por = (xo—dyyp — d), po = (20, Y +d), p_3 = (20 + d, o — d)

Inicjuj 7 jako triangulacje zawierajaca pojedynczy tréjkat o wierzchotkach
P-1:P—2,P-3

6 Oblicz losowa permutacje punktéw pi,p2, ..., pn € P

7 for r =1to ndo

8 Znajdz tréjkat T € T zawierajacy p,; oznaczmy jego wierzcholki przez p;, p;, pr
) if p, lezy we wnetrzu tréjkata T then

e W

10 Dodaj krawedzie z p, do trzech wierzchotkéw p;, p;, pr. dzielac w ten sposéb
T na trzy trojkaty

11 LEGALIZEEDGE(p,, 7ip;, T)

12 LEGALIZEEDCGE(pr, Pjpr. T)

13 LEGALIZEEDGE(p,, Prp;, T)

14 else

15 Dodaj krawedzie z p, do px i do trzeciego wierzchotka p, drugiego trojkata

sasiadujacego z krawedzia pip;, dzielac w ten sposob dwa trojkaty
sasiadujace z p;p; na cztery tréjkaty

16 LEGALIZEEDGE(p,, 7ipr, T)
17 LEGALIZEEDGE(p,, Bip;, T)
18 LEGALIZEEDGE(p,, P;Pr. T)
19 LEGALIZEEDGE(p,, Prps, T)

20 Usufl z 7 punkty p_;,p_», p_s Wraz ze wszystkimi incydentnymi z nimi
krawedziami
21 return 7



Algorytm 3: LECALIZEEDGE
Dane: p, jest wstawianym punktem. 7 jest triangulacja, p;p; jest krawedzia w 7.
ktora moze wymagaé przekrecenia.

1 LEGALIZEEDGE(p,. pip;, T)

2 if pip; jest niclegalna then

3 Niech T" bedzie trojkatem o wierzchotkach p;. p;, p sasiadujacym z
trojkatem 1" o wierzchotkach p,., p;. p; wzdhuz krawedzi p;p;
Zastap pip; Przez prp-

LECGALIZEEDGE(p,, pipr, T)

LEGALIZEEDGE(p,, Prpj. T)

SN 'S

Algorytm 4: Sprawdzanie czy krawedz jest nielegalna
Dane: p;. p; koiice krawedzi.
Wynik: FALSE — krawedz jest nielegalna, TRUE — krawedz jest legalna.

1 if i,j < 0 then

2 L return TRUE

3 Niech pg, pr beda pozostalymi wierzchotkami trojkatéw wspotdzielacych krawedz
PiPj

4 if py lezy wewnqgtrz okregu opisancgo na tréjkacie o wie

5 | return FALSE

6 else

7 L return TRUE

zcholkach p;. p;. pr then




Pozostaje nam kwestia wyszukiwania tréjkata zawierajacego
wstawiany punkt p,. Do tego celu uzywamy specjalnej struktury
danych.

Podczas budowy triangulacji Delaunay tworzymy réwniez strukture
D lokalizacji punktéw, ktéra jest acyklicznym grafem skierowanym:
P liscie odpowiadaja tréjkatom aktualnej triangulacji,
> wezty wewnetrzne odpowiada tréjkatom, ktére byty w
triangulacji w pewnej wczedniejszej fazie, ale zostaty juz
zmienione.



Inicjujemy D jako acykliczny graf skierowany z jednym liéciem,
ktéry odpowiada trdjkatowi o wierzchotkach p_1, p_2, p_3.

Zatézmy, ze w pewnym punkcie dzielimy tréjkat A o wierzchotkach
pi, Pj, px aktualnej triangulacji na trzy (lub dwa) nowe tréjkaty. W
D dodajemy trzy (lub dwa) nowe liScie i zamieniamy lis¢
odpowiadajacy A na wezet wewnetrzny z wychodzacymi
wskaznikami do tych trzech (lub dwdch lisci).

Przekrecajac krawedz zastepujemy dwa tréjkaty A1, Az o
wierzchotkach py, pj, pj i pi, pj, pi (odpowiednio) przez tréjkaty o
wierzchotkach py, pi, pi i p, p1, pj, tworzymy liscie dla dwoch
nowych tréjkatéw, a wezty odpowiadajace Aj i Ay otrzymuja
wskazniki do tych dwdch nowych lisci.



)
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)
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Majac graf D mozemy zlokalizowaé tréjkat zawierajacy p;.
Zaczynamy w korzeniu struktury D. Sprawdzamy trzech synéw
korzenia, aby zobaczy¢, w ktérym trdjkacie lezy punkt p, i
schodzimy do odpowiedniego syna.

Nastepnie sprawdzamy synéw tego wezta. Schodzimy do syna,
ktérego tréjkat zawiera p, itd. az dotrzemy do liscia struktury D.
Lis¢ ten odpowiada tréjkatowi w aktualnej triangulacji, ktoéry
zawiera punkt p,.




Majac graf D mozemy zlokalizowaé tréjkat zawierajacy p;.
Zaczynamy w korzeniu struktury D. Sprawdzamy trzech synéw
korzenia, aby zobaczy¢, w ktérym trdjkacie lezy punkt p, i
schodzimy do odpowiedniego syna.

Nastepnie sprawdzamy synéw tego wezta. Schodzimy do syna,
ktérego tréjkat zawiera p, itd. az dotrzemy do liscia struktury D.
Lis¢ ten odpowiada tréjkatowi w aktualnej triangulacji, ktoéry
zawiera punkt p,.

Triangulacje Delaunay zbioru P zawierajacego n punktéw na

ptaszczyznie mozna obliczy¢ w oczekiwanym czasie O(nlog n)
uzywajac O(n) oczekiwanej pamieci.



Triangulacja Delaunay z ograniczeniami
Rozpatrzymy teraz nastepujacy problem:
Majac dany zbiér punktéw i zbidr nieprzecinajacych sie krawedzi
pomiedzy tymi punktami nalezy znalez¢ triangulacje Delaunay,
ktéra zawiera ten zbiér krawedzi.

Problem ten znany jest jako triangulacja Delaunay z
ograniczeniami (ang. constrained Delaunay triangulation).




Niech P = {p1, p2,..., pn} bedzie zbiorem punktéw na
ptaszczyznie oraz niech E. bedzie zbiorem krawedzi pomiedzy
punktami z P, tzn. krawedz ab nalezy do E. jedli a, b € P.

Szukamy triangulacji Delaunay, w ktérej E. jest podzbiorem
krawedzi tej triangulacji.
Zastosujemy podejscie przyrostowe, tzn.

» znajdziemy triangulacje Delaunay T zbioru punktéw P
uzywajac dowolnego algorytmu,

» wstawimy po kolei krawedzie z E. do T dokonujac
odpowiednich zmian w triangulacji.



Wstawianie krawedzi ab € E. do triangulacji mozemy
przeprowadzi¢ w nastepujacych krokach:

(i) z triangulacji usuwamy tréjkaty t1, to, ..., tx, ktore s3
przeciete przez krawedz ab. Otrzymujemy obszar, ktéry nie
jest striangulowany;

(i) dodajemy krawedz ab do triangulacji;

(iii) dokonujemy triangulacji niestriangulowanego obszaru powyze;
i ponizej ab.

(11) (1i1)

W Nl Nl




W pierwszym kroku musimy znalez¢ wszystkie trojkaty ti, t, . . ., tk,
ktdre sa przeciete przez krawedz ab.

W tym celu najpierw znajdujemy dowolny trdjkat t w triangulacji,
ktérego wierzchotkiem jest a. Nastepnie poruszajac sie zgodnie z ruchem
wskazéwek zegara (wykorzystujemy informacje o sasiedztwie tréjkatéw)
sprawdzamy inne trdjkaty wspoétdzielace a, az nie znajdziemy tréjkata t;
przecietego przez krawedz ab.

Ponownie wykorzystujac informacje o sasiedztwie znajdujemy pozostate
tréjkaty przeciete przez ab.




Podczas znajdowania tréjkatéw ti, to, ..., t, przecietych przez ab
mozemy podzieli¢ ich wierzchotki na dwa zbiory — ponizej
{i, 02y, im} | powyzej {s1,$3,...,5,} krawedzi ab.

‘11) AS‘]’Z

Zbiory wierzchotkdow Py = {a,s1,...,sn, b} i
P.={a,ii,...,Im,b} tworza tzw. pseudo-wielokaty, ktére nalezy
podda¢ triangulacji.



Py i P. nazywamy pseudo-wielokatami poniewaz moga one
zawieraé powtdérzone wierzchotki, np.

P

U

Zauwazmy, ze triangulujac pseudo-wielokat P, musi powstac
tréjkat, ktérego krawedzia jest ab. Ponadto, trinagulacja musi byé
triangulacja Delaunay, wiec tréjkat ten musi spetniaé warunek,
ktéry podaliSmy przy triangulacji Delnaunay, tzn. okrag opisany na
tym tréjkacie nie moze zawiera¢ innych wierzchotkéw z P,.



Korzystajac z tej obserwacji dostajemy nastepujacy algorytm
rekurencyjny:
» znajdz wierzchotek ¢ = s; taki, ze okrag opisany na tréjkacie o
wierzchotkach a, b, ¢ nie zawiera zadnego innego punktu z Py,
P> utwdrz tréjkat o wierzchotkach a, b, ¢, ktéry dzieli P, na dwa
mniejsze obszary Pe = {a,s1,5,...,5/} i
PD = {S/,S/+1, ..y Sn, b},
P powtarzamy cato$¢ rekurencyjnie dla Peg i Pp wzgledem
krawedzi ac i cb, odpowiednio.




Algorytm 7: TRIANGULATEPSEUDOPOLYGONDELAUNAY

Dane: Zbior (lista) wierzchotkéw P, krawedz ab, triangulacja 7.
Wiynik: Triangulacja wierzchotkéw ze zbioru P.

1 TRIANGULATEPSEUDOPOLYGONDELAUNAY (P, ab, T)

2 | if |P| > 1 then

3 ¢ = pierwszy wierzchotek z P

4 for kazdego wierzcholka v € P do

5 if v lezy wewngtrz okregu opisanego na trojkqcie o wierzchotkach a, b, ¢

then

6 | e=v

7 Podziel P na zbiory Pg i Pp takie, ze P = PpU{c}U Pp
8 TRIANGULATEPSEUDOPOLYGONDELAUNAY (Pg, ac, T)

9 TRIANGULATEPSEUDOPOLY GONDELAUNAY(Pp, ¢b, T)
10 if P # () then
11 L Dodaj tréjkat o wierzchotkach a,b, ¢ do T




Niech

> OPPOSEDTRIANGLE bedzie funkcja przyjmujaca jako
argumenty tréjkat T i jeden z jego wierzchotkéw v, a
zwracajacy trojkat przylegty do T, ktéry nie zawiera
wierzchotka v.

» OPPOSEDVERTEX bedzie funkcja przyjmujaca jako
argumenty dwa tréjkaty Ts, T i zwracajaca wierzchotek
tréojkata Ts, ktéry nie nalezy do T.



Algorytm 6: Wstawianie krawedzi ze zbioru E,. do triangulacji

13
14
15
16
17
1
19

3

Dane: Triangulacja 7 zbioru punktéw P, krawedz ab € E, taka, ze a,b € P i
abg T.
Wiynik: Triangulacja ze wstawiona krawedzia ab.
Znajdz tréjkat T € T, ktory zawiera punkt a oraz jest przecicty przez krawedz ab
Py = P = pusta lista
v=a
while b € T do
Ts = OpPOSEDTRIANGLE(T, v)
vy = OPPOSEDVERTEX(7,.T)
if v, jest ponad krawedzig ab then
Dodaj wierzcholek vy do listy Py
L v = wierzcholek wspéldzielony przez T i T, ponad krawedzia ab
else
Dodaj wierzcholek vy do listy Pp
v = wierzcholek wspétdzielony przez T i T, ponizej krawedzi ab
Usun trojkat 7'z T
T=T,
TRIANGULATEPSEUDOPOLYGONDELAUNAY ( Py, ab, T)
TRIANGULATEPSEUDOPOLYGONDELAUNAY (P, ab, T)
Zrekonstruuj sasiedztwo trojkatow w T

Dodaj krawedz ab do T
Oznacz krawedz ab z T jako stala




Niech n bedzie liczba tréjkatéw w triangulacji, a e bedzie liczba
tréjkatéw przecietych przez krawedz ab.

Pesymistyczny czas kroku znajdujacego trojkat triangulacji
zawierajacy wierzchotek a i przeciety przez ab wynosi O(n).

Pesymistyczny czas konstrukcji Py i P wynosi O(e).

Pesymistyczny czas triangulacji pseudo-wielokata wynosi O(e?).




