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Diagramy Voronoi

Powiedzmy, ze mamy ustalony zbiér gtéwnych miejsc zwanych
centrami, w ktérych oferuje sie towary lub ustugi. Chcemy wiedzie¢
dla kazdego centrum, gdzie zyja ludzie, ktérzy nabywajg w nim
towary i realizuja ustugi.

W celu zbadania tej kwestii robimy pewne zatozenia:

P cena poszczegdlnych towarédw i ustug jest taka sama w
kazdym centrum,

» koszt nabycia towaru lub wykonania ustugi jest réwny cenie
plus koszt transportu do danego centrum,

» koszt transportu jest réwny odlegtosci euklidesowej do
centrum razy ustalona cena za jednostkowa odlegtosé,

» konsumenci, nabywajac towary i realizujac ustugi, prébuja
minimalizowaé koszty.



Interesuje nas geometryczna interpretacja modelu. Nasze zatozenia
powoduja podziat catej powierzchni na obszary (rejony zbytu
danych centréw) takie, ze ludzie, ktérzy zyja na tym samym
obszarze udaja sie do tego samego centrum.

Zatem rejon zbytu dla danego centrum sktada sie ze wszystkich
takich punktéw, dla ktérych jest ono blizej niz kazde inne.




Model, w ktérym kazdy punkt jest przydzielony do najblizszego
centrum nazywa sie modelem przydziatu Voronoi. Podziat
spowodowany przez ten model nazywa sie diagramem Voronoi

zbioru centréw.




Model, w ktérym kazdy punkt jest przydzielony do najblizszego
centrum nazywa sie modelem przydziatu Voronoi. Podziat
spowodowany przez ten model nazywa sie diagramem Voronoi
zbioru centréw.

Oznaczmy odlegtos¢ euklidesowa miedzy punktami p i g przez
d(p,q)

d(p,q) = \/(px — 42 + (py — a)2.

Niech P = {p1, p2, ..., pn} bedzie zbiorem n réznych punktéw na
ptaszczyznie. Punkty te bedg naszymi centrami.



Diagram Voronoi dla P definiujemy jako podziat ptaszczyzny na n
komorek, jedna dla kazdego centrum, o tej wtasnosci, ze

punkt g lezy w komérce odpowiadajacej p; <~

d(q, pi) < d(q, p;) dla kazdego p; € P takiego, ze j # i.

Diagram Voronoi dla P oznaczamy przez Vor(P) lub V. Komérke z
Vor(P), ktéra odpowiada centrum p; oznaczamy V/(p;) i
nazywamy komérka Voronoi (ang. Voronoi cell) dla p;.



Jesli dane s3 dwa punkty p;, p;, to zbiér punktéw blizszych p; niz
pj jest potptaszczyzng zawierajaca p; wyznaczong przez prosta
prostopadty dzielaca na pét odcinek p;p;. Oznaczamy te
potptaszczyzne przez H(pi, pj).

Zatem komorka Voronoi dla p; dana jest wzorem:

V(pi) = () H(pi, p))-
i




Wzér z poprzedniego slajdu daje nam naiwng metode tworzenia
diagramu Voronoi, tzn. tworzymy kolejne komérki Voronoi jako
przeciecie odpowiednich potptaszczyzn.

Czas takiego algorytmu wynosi O(n? log n). Za chwile podamy
algorytm o czasie 6(nlog n).
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Whtasnosci diagramu Voronoi

Niech P bedzie zbiorem n centréw na ptaszczyznie. Jesli wszystkie
lokalizacje sa wspétliniowe, to Vor(P) sktada sie z n — 1
réwnolegtych prostych. W przeciwnym razie Vor(P) jest spdjny i
jego krawedzie s3 albo odcinkami albo pétprostymi.



Dla n > 3 liczba wierzchotkéw w diagramie Voronoi dla zbioru n
centréw na ptaszczyznie wynosi co najwyzej 2n — 5, a liczba
krawedzi wynosi co najwyzej 3n — 6.

Zatézmy, ze zadne cztery punkty ze zbioru P nie lezg na obwodzie

jednego kota. Wéwczas:

» Kazdy wierzchotek diagramu Voronoi jest wspdlnym
przecieciem doktadnie trzech krawedzi diagramu.

» Kazdy najblizszy sasiad p; € P definiuje krawedz komoérki
Voronoi V/(pj).

» Komoérka V/(p;) jest nieograniczona <= p; jest punktem na
brzegu otoczki wypuktej zbioru P.



Niech g bedzie punktem. Definiujemy najwiekszy pusty okrag dla g
wzgledem P jako najwiekszy okrag z g bedacym jego srodkiem,
ktéry nie zawiera zadnego centrum z P w swoim wnetrzu.
Oznaczamy go Cp(q).

Punkt g jest wierzchotkiem Vor(P) <= Cp(q) zawiera na swoim
brzegu trzy lub wiecej centréw.

Symetralna miedzy centrami p;, p; okredla krawedz Vor(P) <=
istnieje taki punkt g na symetralnej, ze Cp(q) zawiera na swoim
brzegu p; i pj, ale nie zawiera zadnego innego centrum.



Obliczanie diagramu Voronoi

Jedli dany jest podziat {P;, P>} zbioru P, to niech o(P1, P>)
oznacza zbiér krawedzi Voronoi wspélnych dla par komérek V(p;) i
V(p;j) diagramu Vor(P) dla p; € Py i p; € P.

Zbiér o(P1, P2) jest zbiorem krawedzi podgrafu grafu Vor(P) i ma
wiasnosci:

» o(P1, P») sktada sie z cykli i tafcuchéw roztacznych krawedzi.
Jedli fancuch zawiera tylko jedna krawedz, to jest to prosta; w
przeciwnym razie jego dwie krawedzie skrajne sg potprostymi.

» Jesli Py i P, s3 oddzielone liniowo, to o(P1, P2) sktada sie z
pojedynczego fanicucha monotonicznego (przeciecie z prosta
prostopadta do prostej oddzielajacej jest punktem).



Twierdzenie. Jesli P i P, sa rozdzielone liniowo pionowa prosta
tak, ze Py jest na lewo od Py, to diagram Voronoi Vor(P) jest
suma Vor(P1) N7y i Vor(P2) N 7R, gdzie m; jest lewa czescia a mg
prawa czescig ptaszczyzny wzgledem o( Py, P2).

Twierdzenie daje nam pomyst na algorytm typu ,dziel i rzadZ"
obliczania diagramu Voronoi.

Zatézmy, ze punkty z P = {p1, p2, ..., Pn} s3 utozone w rosnacym
porzadku wzgledem wspétrzednej x.



Algorithm 4.4.1 (Divide-and-conquer method)

Input: Number n of generators and list P = (py, py, . . ., p,) of the gener-
ators arranged in increasing order of the x coordinates.

Output: Voronoi diagram ¥V for P,

Procedure:
Step 1. If n <3, then construct the Voronoi diagram V' for P directly and
go Lo Step 3.

Step 2. Otherwise do the following.

2.1. Let ¢t be the integral part of »/2, and divide P into P, =
(Prs---sp) and Pr = (pryy ..., P).
2.2. Construct the Voronoi diagram ¥ for P, by Algorithm 4.4.1.
2.3, Construct the Voronoi diagram ¥ for Py by Algorithm 4.4.1.
2.4. Merge ¥ and YV} into the Voronoei diagram ¥ for P (this can
be done by Algorithm 4.4.3.).
Step 3. Return ¥.



Najwazniejszym krokiem w algorytmie jest krok taczenia dwoch
diagraméw Voronoi (krok 2.4 w algorytmie).




Dla danego punktu g niech d(q, P) oznacza minimalna odlegtos¢ gq
od zbioru P ={p1,...,pm}, tzn.

d(q,P)=_min d(q,pi).
ie{l,....,m}
Rozwazmy punkt g poruszajacy sie od lewej do prawej po dowolnej
prostej poziomej. Poniewaz P; jest po lewej wzgledem Pg, wiec
istnieje doktadnie jeden punkt g* taki, ze
d(q*, PL) = d(q*, Pr) i d(q,PL) < d(q, Pr) zanim q osiagnie g*
i d(q,PL) > d(q, Pr) po przekroczeniu ¢* przez q.

W miare jak prosta pozioma porusza sie od dotu w gére punkt g*
porusza sie w sposéb ciagty sledzac tamang pomiedzy P; i Pg.
Naszym zadaniem jest znalezienie tej tamanej i usuniecie krawedzi
z Vi Vg, ktére leza na prawo i lewo (odpowiednio) wzgledem tej
tamane;.



Algorytm $ledzacy tamana musi zostaé zainicjowany wartoscia
startowa. Do tego celu bedziemy musieli znalez¢ tzw. dolny
odcinek wspierajacy (ang. lower common support).

Niech L(p, q) oznacza skierowang prosta przechodzaca przez p i g
oraz niech pg oznacza skierowany odcinek taczacy p i q.

Niech U bedzie wielokatem wypuktym danym przez wierzchotki w
porzadku przeciwnym do ruchu wskazdéwek zegara

(ur, u2, ..., us,ur). Dla wierzchotka u € U niech cnext[u] i
ccnext[u] oznacza poprzednik i nastepnik (odpowiednio).



Niech U i Ur beda wielokatami wypuktymi takimi, ze U; lezy na
lewo od Ug, tzn. wspdtrzedne x wierzchotkéw z U; s3 mniejsze od
wspotrzednych x wierzchotkéw z Ug.

Dla wierzchotka u € U, i wierzchotka w € Ug prosta L(u, w)
nazywamy odcinkiem wspierajacym (ang. common support) U i
Ug jesli wszystkie wierzchotki w Uy i Ur leza po tej samej stronie
L(u, w).

Wyrézniamy dwa rodzaje odcinkéw wspierajacych: dolny (ang.
lower) i gbrny (ang. upper). Dolny odcinek wspierajacy to odcinek
wspierajacy, dla ktérego wszystkie wierzchotki lezg powyzej niego.
Jesli wszystkie wierzchotki lezg ponizej odcinka wspierajacego, to
nazywamy go gérnym odcinkiem wspierajacym.



Algorithm 4.4.2 (Lower common support)

Input:  Two convex polygons U, and Uy such that the maximum x coordin-
ate over all vertices in U, is smaller than the minimum x coordinate
over all vertices in Up.

Output: Pair consisting of the vertex u in U and the vertex w in Uy such
that L(u, w) forms the lower common support of U and Ug.

Procedure:

Step 1. Find the vertex u in U with the largest x coordinate, and the vertex
w in Up with the smallest x coordinate.

Step 2. Do 2.1 and 2.2 alternately until « and w are not changed any more.
2.1. While vertex cnext[u] is lower than L(u,w), repeat u «

coextfu].
2.2. While vertex ccnext[w] is lower than L(u,w), repeat w «
ccnext{w].

Step 3. Return L(u, w).



Algorytm 4.4.2 dziata w czasie O(n), gdzie n oznacza taczng liczbe
wierzchotkéow w Uy i Ug.



Niech p; € P, i pr € Pgr bedzie parag wierzchotkéw
wyznaczajacych dolny odcinek wspierajacy L(p, pr) otoczki
wypuktej zbioru Py i Pgr. Oznaczmy przez b(p;, pr) symetralng
odcinka pypr. Wyznacza ona najnizszg krawedz szukanej tamane;j.

Rozwazmy punkt w poruszajacy sie po b(p., pr) od dotu w gore.
Jesli wspétrzedna y punktu w jest wystarczajaco mata, to w
nalezy do V(p.) i V(pr). Niech wy bedzie punktem w
nieskonczonosci w kierunku ujemnej osi y wzdtuz b(p;, pr).

Niech wy bedzie punktem, ktéry przecina po raz pierwszy krawedz
Voronoi e; diagramu V; lub Vr. Wéwczas pdtprosta wows jest
pierwsza krawedzig Voronoi, a wy jest pierwszym wierzchotkiem
Voronoi.



W punkcie wy poruszajacy sie punkt w zmienia komérke w V) lub
Vg zaleznie czy e; jest krawedzig V; lub Vg. Jedli e; jest krawedzig
Vi, to zamieniamy p; na centrum komérki znajdujacej sie po
drugiej stornie e;. Jesli e; jest krawedzig Vg, to zamieniamy pgr na
centrum komoérki znajdujacej sie po drugiej stornie e;.

Nastepnie tworzymy nowa symetralna b(p, pr). Punkt wy nalezy
do tej symetralnej. Ponownie poruszamy sie po symetralnej w gére
az napotkamy krawedz V; lub Vg. Oznaczmy punkt przeciecia
przez wy, ktéry jest drugim wierzchotkiem Voronoi, a wiwy jest
druga krawedzig diagramu Voronoi.

Powtarzamy to wszystko az para punktéw (p;, pr) nie stanie sie
para punktéw definiujacych gérny odcinek wspierajacy L(py, pr)-






Algorithm 4.4.3 (Merger of two Voronoi diagrams)
Input: Two Voronoi diagrams ¥ and ¥y for generator sets P, and Py,
respectively, such that the generators in ¥ have smaller x coordi-
nates than those in V.
Output: Voronoi diagram for P; U Py.
Procedure:
Step 1. Construct the convex hull of P, and that of Pg.
Step 2. Find the lower common support L(Py, Pg) by Algorithm 4.4.2.
Step 3. w, « the point at infinity downward on b(py, pg), and i « 0.
Step 4. While L(p_,pg) is not the upper common support, repeat 4.1,
., 44.
41 iei+ 1
42. Find the point a; (other than w, ;) of the intersection of
b(py.pg) with the boundary of V(p,).

43. Find the point a, (other than w;_;) of the intersection of
b(p,, pg) With the boundary of V(pg).
4.4. If a; has a smaller y coordinate than ag,
w; & a,, and
py < the generator on the other side of the Voronoi edge
containing a; .
Otherwise
w; < ag, and
Ppr ¢ the generator on the other side of the Voronoi edge
containing ag.
Step 5. mei.
W,41 < the point at infinity upward on b(py, pr)-

Step 6.  Add the polygonal line (Wgwy, W5, . . ., W,,W,,1; ), and delete from
YV, the part to the right of the polygonal line and delete from Vg
the part to the left of the polygonal line. Return the resultant
diagram.



Algorytm faczenia diagraméw Voronoi (algorytm 4.4.3) dziata w
czasie O(n).

Zatem algorytm wyznaczania diagramu Voronoi (algorytm 4.4.1)
dziata w czasie 6(nlog n).
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Zatem algorytm wyznaczania diagramu Voronoi (algorytm 4.4.1)
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Diagram, ktéry omawialismy dotyczyt odlegtosci euklidesowej.
Prowadzone s3 réwniez badania nad diagramami Voronoi z
uzyciem metryki L, dla 1 < p < co. Metryka ta dana jest wzorem:

oI

dp(u; v) = (Jux = vi|” + [uy = vy [P)



