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Co to jest geometria obliczeniowa?
Geometria obliczeniowa jest gatezia informatyki zajmujaca sie
badaniem algorytméw, ktére moga by¢ wyrazone za pomoca
geometrii. Jej poczatki siegaja lat 70-tych XX w.




Co to jest geometria obliczeniowa?
Geometria obliczeniowa jest gatezia informatyki zajmujaca sie
badaniem algorytméw, ktére moga by¢ wyrazone za pomoca
geometrii. Jej poczatki siegaja lat 70-tych XX w.

Przyktady probleméw, ktére mozemy wyrazi¢ za pomoca geometrii:

> Zatézmy, ze znajdujemy sie na terenie kampusu uczelni i pilnie
potrzebujemy zatelefonowaé. Zatem musimy znalezé
najblizszy automat telefoniczny.




> Zatdézmy, ze zlokalizowaliSmy najblizszy automat telefoniczny.
Musimy do niego dotrze¢ najkrétsza sciezky. Dla cztowieka z
mapa nie jest to problem, ale zaprogramowanie robota, aby
dotart do celu jest o wiele trudnigjsze.
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> Zatézmy, ze mamy nie jedng a dwie mapy. Pierwsza z opisem
budynkéw, a druga z drogami. Aby zaplanowac sciezke
musimy natozy¢ jedng mape na druga.



Dziedziny zastosowah geometrii obliczeniowe;j:

» Grafika komputerowa, np. w grafice 2D — znajdowanie
przecie¢ pewnych prostych obrazéw, okreslenie podzbioru
obrazéw lezacych w wyszczegdlnionym obszarze, w grafice 3D
— usuwanie niewidocznych powierzchni, obliczanie cieni,
wykrywanie kolizji.

» Robotyka, np. planowanie ruchu robota, optymalne

umiejscowienie ramienia robota.
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» Systemy informacji geograficznej (GIS), np. przechowywanie
danych geograficznych (mapy drdg, budynkéw itp.), tworzenie
modelu terenu na podstawie danych z pewnych punktéw
pomiarowych, lokalizacja najblizszej budki telefonicznej,
szpitala itp., wyznaczanie przeciecia modeléw siatkowych.




» CAD/CAM, np. wyznaczanie przecie¢ i sum obiektéw, rozktad
obiektéw i ich brzegdw na prostsze ksztatty, sprawdzanie
wykonalnosci projektu uzywajac pewnego procesu
wytwarzania.

» Inne, np. modelowanie molekularne (obliczanie sumy kulek
atoméw, okredlenie miejsca stykania sie molekut),
rozpoznawanie obrazéw (podobienstwo dwdch obiektéw), bazy
danych (zapytania).
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Otoczka wypukta

Problem wyznaczania otoczki wypuktej na ptaszczyznie byt jednym
z pierwszych probleméw badanych w geometrii obliczeniowe;.




Otoczka wypukta

Problem wyznaczania otoczki wypuktej na ptaszczyznie byt jednym
z pierwszych probleméw badanych w geometrii obliczeniowe;.

Podzbiér ptaszczyzny S nazywamy wypuktym (ang. convex) <—
dla dowolnej pary punktéw p, g € S odcinek pg jest catkowicie
zawarty w S.
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Otoczka wypukta (ang. convex hull) CH(S) zbioru S jest to
najmniejszy zbidér wypukty zawierajacy S, tzn.

CH(S)= [ A

SCA
A — wypuktly




Otoczka wypukta (ang. convex hull) CH(S) zbioru S jest to
najmniejszy zbidér wypukty zawierajacy S, tzn.

CH(S)= [ A

SCA
A — wypuktly

Bedziemy szukaé sposobu obliczania otoczki wypuktej skonczonego
zbioru P zawierajacego n punktéw na ptaszczyznie.



Wyobrazmy sobie, ze punkty s3 gwozdziami wystajacymi z
ptaszczyzny. Bierzemy elastyczng gumowa tasme, trzymamy ja
wokét gwozdzi i puszczamy.

Obszar ograniczony przez gumowa tasme jest otoczka wypukta
zbioru P.



Zatem otoczke wypukta skonczonego zbioru punktéw na
ptaszczyZznie mozemy zdefiniowaé w nieco inny sposéb: jest to
jedyny taki wielokat wypukty, ktérego wierzchotki s punktami ze
zbioru P i ktéry zawiera wszystkie punkty zbioru P.




Zatem otoczke wypukta skonczonego zbioru punktéw na
ptaszczyZznie mozemy zdefiniowaé w nieco inny sposéb: jest to
jedyny taki wielokat wypukty, ktérego wierzchotki s punktami ze
zbioru P i ktéry zawiera wszystkie punkty zbioru P.

Przy takiej definicji nasz problem przyjmuje postac:
Dla danego zbioru P = {p1, p2, ..., pn} punktdw na ptaszczyznie
oblicz liste, ktéra zawiera punkty z P bedace wierzchotkami

otoczki CH(P), wymienione w porzadku zgodnym z ruchem
wskazéwek zegara.

input = set of points:
P1:P2,P3,P4,P5,P6,P7,P8, P9

output = representation of the convex hull:
P4;P5,P8,P2,P9




Zobaczmy czym s3 krawedzie otoczki wypuktej CH(P).

Oba konce p i g takiej krawedzi s3 punktami z P. Jesli skierujemy
prosta przez p i q tak, ze CH(P) lezy po jej prawej stronie, to
wszystkie punkty P musza leze¢ po prawej stronie tej prostej.

D q
e o ~
/
°
e ® o .
o
¢ o b
\. /
~ .- — _._ ./

Odwrotne stwierdzenie jest réwniez prawdziwe.



Algorithm SLOWCONVEXHULL(P)

Input. A set P of points in the plane.

Output. A list £ containing the vertices of CH (P) in clockwise order.
1. E<—0.

2. for all ordered pairs (p,q) € P x P with p not equal to ¢

3 do valid < true

4 for all points r € P not equal to p or ¢

5. do if r lies to the left of the directed line from p to ¢
6 then valid — false.

7 if valid then Add the directed edge pg to E.

8.  From the set E of edges construct a list £ of vertices of CH(P), sorted in clockwise order.



Jak sprawdzi¢ czy punkt lezy po prawej/lewej stronie prostej?

Zatézmy, ze mamy punkty p = (px, py), ¢ = (gx, qy) Wyznaczajace
prostg o kierunku pq oraz r = (r, r,). Obliczamy:

px Py 1
D = |qx dy 1
rk o1

Teraz:

> jesli D > 0, to r lezy po lewej stronie prostej pq,
P> jesli D < 0, to r lezy po prawej stronie prostej pg,
> jesli D =0, to r lezy na prostej pq.



W celu utworzenia listy £ mozemy postepowaé w nastepujacy
sposoéb.

Usuh dowolna krawedz €1 z E. Umie$¢ poczatek €1 jako
pierwszy punkt w L, a koniec jako drugi punkt. Znajdz krawedz
€5 w E, ktérej poczatek jest koficem €1, usuh ja z E i dotacz jej
koniec do L.

destination of ¢)
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Znajdz krawedz €3, ktérej poczatek jest koficem €5, usun ja z E
i dotacz jej koniec do L. Kontynuujemy to postepowanie tak dtugo,
az w E pozostanie tylko jedna krawedz.

Prosta implementacja tej procedury wymaga czasu O(n?). Mozna
ja poprawi¢ do O(nlog n), ale czas potrzebny dla pozostatej czesci

algorytmu przewaza.

Catkowity czas algorytmu SLOWCONVEXHULL wynosi O(n3).



W naszym algorytmie nie uwzglednilismy przypadku gdy punkt r
lezy na prostej pq. Taka sytuacje nazywamy przypadkiem
zdegenerowanym lub w skrécie degeneracja.

Aby poprawi¢ algorytm (linia 5) musimy uzy¢ nastepujacego
kryterium:

Skierowana krawedz pg jest krawedziag CH(P) <= wszystkie
pozostate punkty r € P lezg albo doktadnie po prawej stronie
skierowanej prostej przechodzacej przez p i g, albo naleza do
otwartego odcinka pq.



Algorytm ma jeszcze jedng wade jesli korzystamy ze wspoétrzednych
zmiennopozycyjnych. W tym przypadku w obliczeniach pojawiaja
sie btedy zaokraglen, ktére moga wypaczyé wynik testu.

Zatézmy, ze punkty p, q, r sa prawie wspdtliniowe, a pozostate
punkty leza daleko na prawo od nich.

W takim przypadku moze sie zdarzy¢, ze btedy zaokraglen
spowoduja, ze uznamy, ze r lezy po prawej stronie pq, ze p lezy po
prawej stronie rq i q lezy po prawej stronie pr. Co jest niemozliwe.



Wszystkie trzy testy moga tez daé przeciwng odpowiedz. W takim
przypadku algorytm odrzuci wszystkie trzy krawedzie, prowadzac
do powstania wyrwy w brzegu otoczki wypukfej.

Nasz algorytm jest poprawny i bada wszystkie szczegdlne
przypadki, ale nie jest odporny (ang. robust) na btedy.



Czas algorytmu O(n3) jest wolny. W celu skonstruowania
szybszego algorytmu uzyjemy standardowej techniki projektowania
algorytméw geometrycznych. Uzyjemy algorytmu przyrostowego
(ang. incremental algorithm), tzn. bedziemy dodawaé pojedynczo
punkty z P, uaktualniajac nasze rozwigzanie po kazdym dodaniu.




Czas algorytmu O(n3) jest wolny. W celu skonstruowania
szybszego algorytmu uzyjemy standardowej techniki projektowania
algorytméw geometrycznych. Uzyjemy algorytmu przyrostowego
(ang. incremental algorithm), tzn. bedziemy dodawaé pojedynczo
punkty z P, uaktualniajac nasze rozwigzanie po kazdym dodaniu.

Punkty w algorytmie bedziemy dodawa¢ od lewej do prawe;j
dlatego najpierw sortujemy punkty wzgledem wspotrzednej x,
otrzymujac posortowany ciag pi, P2, - - -, Pn. Nastepnie dodajemy je
w tym porzadku.



Najpierw obliczamy wierzchotki otoczki wypuktej lezace na gbrne;j
otoczce, ktéra jest jej czescig biegnaca od skrajnie lewego punktu
p1 do skrajnie prawego punktu p,. W czasie powtérnego
przegladania punktéw (od prawej do lewej) obliczamy pozostata
czes¢ otoczki wypuktej czyli otoczke dolna.
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Podstawowym krokiem w algorytmie przyrostowym jest
aktualizacja gérnej otoczki po dodaniu punktu p;, tzn. dla goérnej
otoczki punktéw ps, ..., pi_1 musimy obliczy¢ gérng otoczke
punktéw p1, ..., p;.

Niech L, pper bedzie lista, ktéra przechowuje gérne wierzchotki
uporzadkowane od lewego do prawego. Dotaczamy p; do L pper-
Nastepnie sprawdzamy czy ostatnie trzy punkty w L,pper tworza
skret w prawo:

P jesli tak, to nic nie robimy,



P jesli nie, to usuwamy $rodkowy punkt i ponownie sprawdzamy
trzy ostatnie punkty w L, pper. Robimy to tak dtugo az trzy
ostatnie punkty utworzg skret w prawo lub pozostana tylko
dwa punkty po lewej stronie.

points deleted



Algorithm CONVEXHULL(P)
Input. A set P of points in the plane.
Output. A list containing the vertices of CH (P) in clockwise order.
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Sort the points by x-coordinate, resulting in a sequence pj,....p,.
Put the points p; and p; in a list Lypper, With py as the first point.
fori—3ton
do Append p; to Lypper.
while Lpper contains more than two points and the last three points in Lypper do
not make a right turn
do Delete the middle of the last three points from Lypper.
Put the points p,, and p,_; in a list Ljower, With p, as the first point.
for i — n—2 downto 1
do Append p; to Lipyer-
while L, contains more than 2 points and the last three points in Ljoyer do not
make a right turn
do Delete the middle of the last three points from Ljgwer-
Remove the first and the last point from Ljgye, to avoid duplication of the points where the
upper and lower hull meet.
Append Ljgwer to Lypper, and call the resulting list L.
return £



Co musimy jeszcze poprawi¢ w naszym algorytmie?

Nie wzieliSmy pod uwage przypadku gdy dwa punkty maja te sama
wspotrzedng x. Wystarczy, ze sortowanie punktéw wykonamy
uzywajac porzadku leksykograficznego, a nie sortowania jedynie po
wspbtrzednej x.

A co jesli trzy punkty, ktére badamy s3 wspétliniowe?

>

not a right turn

Wspétliniowe punkty traktujemy jak skret w lewo.




Algorytm CONVEXHULL czesto nazywany jest skanowaniem
Grahama i dziata w czasie O(nlogn).

W literaturze mozemy znalez¢ wiele innych algorytméw
wyznaczajacych otoczke wypukta na pfaszczyznie, np.

> marsz Jarvisa,

> algorytm Overmarsa i van Leeuvena,
» algorytm Kirkpatricka i Seidela,

» algorytm Chana.



