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Streszczenie

W pracy przedstawiono wybrane metody generowania estetycznych wzoréw za pomocg komputera.
Do prezentacji wybrano trzy metody oparte na réznych podejsciach: systemach dynamicznych,
biomorfach oraz wielomianografii, ktére generuja szerokie spektrum wzoréw o duzych
potencjalnych mozliwosciach ich praktycznego zastosowania. Wzory generowane automatycznie,
na podstawie wybranych metod, moga stanowi¢ inspiracj¢ dla grafikow komputerowych. Ponadto,
metody te wzbogacone dodatkowo o formalne kryteria oceniajagce miarg¢ estetyki generowanych
wzoréw takie jak: zlozono$¢, symetrie, zwarto$¢, spdjnos¢, wymiar fraktalny, mogg tworzy¢
podstawe¢ systemu generujgcego automatycznie wzory o zadanych przez uzytkownika parametrach
estetycznych.

1. Wstep

Wzory o walorach estetycznych uzywane sa w wielu dziedzinach, np. w architekturze,
zdobieniu tkanin, jako motywy dekoracyjne na tapetach, kafelkach czy przy projektowaniu
bizuterii. Najczesciej te niepowtarzalne wzory sg dzietem artysty malarza, czy grafika. Jego gust
i smak artystyczny zapewniajg zazwyczaj wysoka jako$¢ estetyczng wykonanych wzoréw
1 pozytywny odbidr ich przez uzytkownikow. Proces tworzenia takich wzoréw recznie jest
dlugotrwaty. Istnieje wiec naturalna potrzeba przys$pieszenia tego procesu przez wykorzystanie
mozliwosci jakie daja komputery w potaczeniu z matematyka.

Niepowtarzalne wzory estetyczne mogg by¢ generowane za pomocg fraktali [12],
superfraktali [1], metod podzialu [7], L-systeméw [16], automatéw komoérkowych, systemow
dynamicznych [13], iteracji funkcji zmiennej zespolonej, w szczegdlnosci prowadzacych do zbioru
Mandelbrota [12], zbioréw Julii [12], biomorféw [15], wielomianografii [9]. Niektére
z wymienionych metod mozna dodatkowo wyposazy¢é w mechanizm ewolucyjny przez
zastosowanie algorytmow genetycznych do modyfikacji wzoréw [17]. Sposréd wielu metod do
automatycznego generowania wzoréw autorzy artykutu do doktadniejszej analizy wybrali tylko trzy
metody: oparte na systemach dynamicznych, biomorfach i wielomianografii. Kazda z nich generuje
niepowtarzalne charakterystyczne wzory, ktére sg istotnie wizualnie rézne przy zastosowaniu
roznych metod. Wygenerowane wzory czg¢sto mozna uzna¢ za estetyczne czyli w potocznym
znaczeniu tego stowa za tadne.

W tym miejscu nalezy podkresli¢, Zze pojecie estetyki jest pojeciem subiektywnym. To co
dla niektérych jest tadne, innym si¢ nie podoba i odwrotnie. Wartosci estetyczne zaleza od gustu
i smaku artystycznego, ktére nie sg latwe do zdefiniowania. Pomimo tych trudnosci Birkhoff
w 1933 roku podjat pierwsza prébe sformalizowania estetyki [3]. P6zniejsze prace, np. [14, 17]
opieraja miary estetyki na zlotym podziale, symetrii (spiralnej, zwierciadlanej), zlozonosci,
zwartosci, spdjnosci, wymiarze fraktalnym. Uwzgledniajg tez role barwy i dobor palety. Miara
estetyki budowana jest statystycznie dla danego zbioru wzordw i ich ocen uzyskanych od ekspertow
oceniajacych te wzory. Dzigki takiemu statystycznemu podejsciu udaje si¢ uzyska¢ na podstawie



analizy regresji nieliniowy model wartos$ci estetycznej, ktory moze by¢ uzyty do oceny wartosci
estetycznych wzoréw generowanych automatycznie. Podejscie to ma oczywiste wady. Jedng z nich
jest zalezno$¢ modelu miary estetyki od metody wybranej do generowania wzoréw. Przy tych
rozwazaniach nalezy tez wspomnie¢, ze estetyka muzyki dzigki jej formalizacji za pomoca zapisu
nutowego jest znacznie latwiejsza w ocenie w porownaniu z estetykg obrazéw.

Uktad pracy jest nastepujacy: w podrozdziale 2 oméwiono systemy dynamiczne
i przedstawiono przyktadowe wzory wygenerowane za ich pomocg. Podrozdzial 3 poswiecony jest
biomorfom 1 ich przykladowym obrazom. W podrozdziale 4 zaprezentowano mato
rozpowszechniong w Polsce wielomianografi¢, metod¢ generowania wzorow o przewidywalnej
postaci opatentowana w USA w 2005 roku. Zamieszczono tez kilka przyktadowych
wielomianograféw. Podrozdzial 5 jest podsumowaniem, w ktérym wskazano kierunek dalszych
badan autoréw artykutu.

2. Systemy dynamiczne

Przez system dynamiczny rozumiemy przeksztalcenie f:X — X na przestrzeni
metrycznej (X,d), za$ orbita punktu xe X nazywamy ciag {x,} _,, utworzony zgodnie ze
wzorem:

Xy = X,
1)
{xn =f"(x) = f(f""x) = f(x,), n>0. (

Wz6r okresla tzw. iteracje Picarda. W literaturze [4,11,13] mozna znalez¢ wiele ré6znych systeméw
dynamicznych, ktérych trajektorie tworzg wzory geometryczne o walorach estetycznych.
Przyktadami takich systemow sg: transformacja Gumowskiego-Miry, transformacja Zaslavsky’iego,
transformacje Martina czy Petersa. Do dalszych rozwazan zostang wybrane dwa systemy
dynamiczne okreslone na ptaszczyznie:

1. Transformacja Gumowskiego-Miry:

xn = yn—l + a(l - 005}73_1 )yn—l + g('xn—l )’

(2)
yn = _‘xn—l + g('xn )’
gdzie odwzorowanie g : R — R dane jest wzorem:
2(1— p)x?
g(x) = pr+ L HE (3)
1+ x
oraz o, e R.
2. Transformacja Zaslavsky’iego:

x, =(x,_, +Ksiny  )cosa+y,  sina, 4)

y, =—(x,_, +Ksiny )sina+y, , cosa,

) 2
gdzie K e R,O{z—”,q& N,q =3.
q



Przy ustalonym punkcie poczatkowym [x,,y,]" € R® dla réznych wartoéci parametréw

w transformacjach Gumowskiego-Miry czy Zaslavsky’iego otrzymuje si¢ rézne orbity, ktére tworza
interesujace wzory geometryczne jak te pokazane narys 1 1irys.2.

Rys. 1. Przyktady orbit transformacji Gumowskiego-Miry dla ustalonego punktu [x,, ¥, 1" =10, 0.5]"i ré6znych
wartodci parametrow &, (. Géra (od lewej): &, = 0.01, 4, =0.01, &, =0, u, =-0.7509 ,
o, =0, 4, =-0.31.D¢t (od lewej): &, =0, y, =-0.15, a5, =0, s =-034, ¢, =0, u, =—04.

Rys. 2. Przyktady orbit transformacji Zaslavsky’iego dla ustalonego punktu [X,, y, 1" =10,0.5]" i ré6znych
wartodci parametréw K, q . Géra (od lewej): K, =3.45,q, =4, K, =5,9,=6, K, =8, g, =3. D6t (od
lewej): K, =12,q,=5, K, =30,q9, =3, K, =35, ¢q,=5.

Obrazy orbit mozna generowa¢ na podstawie jednego systemu dynamicznego zmieniajac
punkty startowe i/lub jego parametry. Mozna rowniez wprowadzi¢ pewng modyfikacje do procesu



generowania orbit polegajacg na losowym mieszaniu kilku uzywanych transformacji (tych samych
z réznymi parametrami, badz réznych) w poszczegdlnych krokach iteracyjnych. Zmiana
transformacji, ich parametrow oraz prawdopodobienstw wyboru nie zaktéca czgsto zbieznoS$ci
procesu generowania trajektorii 1 prowadzi do zwigkszenia bogactwa otrzymywanych wzorow.
Przyktadowe orbity powstale w opisany sposéb przedstawia rys. 3. Surowa geometria otrzymanych
wzoréw moze by¢ dodatkowo wzbogacona przez zastosowanie réznych palet barwnych, jak to
pokazano przyktadowo w [5, 6].

Rys. 3. Przyktady orbit otrzymanych podczas losowego mieszania transformacji Gumowskiego-Miry
i transformacji Zaslavsky’iego.

3. Biomorfy

Biomorfy zostaty odkryte przez Pickovera w 1986 roku [15]. Termin biomorf pochodzi od
angielskiego stowa biomorph, ktdre jest skrotem od terminu biological morphologies co oznacza
formy biologiczne przypominajagce organizmy zywe. Doktadniej biomorfy, ktére powstajg
w wyniku iteracji pewnych funkcji zmiennej zespolonej przypominaja bezkregowe organizmy zywe
z widocznymi organami wewngetrznymi tzw. organelami. Zwigzek mi¢dzy biomorfami i tworzgcymi
je funkcjami byl tak zaskakujacy, ze Pickover byt przekonany o odkryciu Praw Natury, ktére
determinujg wyglad organizméw zywych. Wystarczyto wiec tylko pozna¢ funkcje¢, by w wyniku
iteracji otrzymac¢ organizm zywy. W podejsciu tym bylo wiecej mistyki niz nauki. Mimo tego
biomorfy sg z pewnos$cig obiektami graficznymi o niezwykle ciekawych ksztattach. Przedstawimy
w jaki spos6b powstaja biomorfy.

Niech f:C — C bedzie pewng funkcja zespolong z parametrem e C. Przyjmujac ze C
jako warunek poczatkowy mozna zdefiniowac nastgpujacy ciag:

2y =2,

2= fz)= f(Fe ) == () n>0. (5)



Ciag {zn }::0 moze by¢ zbiezny lub rozbiezny w zaleznosci od z i parametru x . Poniewaz
nie jesteSmy w stanie wykona¢ nieskonczenie wielu iteracji, wiec Pickover ustalit maksymalng
liczbe iteracji K 1 przyjal, ze ciag z, dla danych z i g jest zbiezny jesli dla pewnego k < K
zachodzi warunek:

[Rez,|<r lub|lmz,|<r, (6)

gdzie re R jest dane. Jesli za$ po Kiteracjach zaden z elementéw ciggu z, nie spetnial tego

warunku, to wéwczas przyjal, ze ciag jest rozbiezny. Jesli dla punktu z cigg okazywatl si¢ zbiezny,
to jego kolor ustalano na podstawie numeru iteracji, dla ktérej zostat spetniony warunek. Zas jesli
cigg okazywal si¢ rozbiezny, to przyjmowano pewien z goéry ustalony kolor. Na rys. 4
przedstawiono przyktadowe biomorfy otrzymane za pomoca iteracji réznych funkcji z réznymi
warto$ciami parametréw . Oryginalne barwy na rysunku zostaty zamienione na poziomy szarosci
tracgc przy tym niezwykle pieckno biomorféw.
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Rys. 4. Przyktady biomorféw. W przyktadach uzyto K =35 oraz funkeji f(z) = 2+ M
f(2)= Z +sinz +u,, f,(2)= 2+7 +u,, f,(2)= e’ +sinz + M, . Gora (od lewej): funkcja f, z

M, =ioraz r =10, funkcja f, z g, =loraz r =10, funkcja f, z &£, =1.5+1.5ioraz r =10 . D6t (od lewej):
funkcja f; z gy =loraz r =10, funkcja f; z g, =1oraz r =10, funkcja f, z g, =1ioraz r =100.
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4. Wielomianografia

Wielomiany odgrywaja wazng rol¢ w wielu dziatach matematyki. Sa one interesujace nie
tylko z teoretycznego, ale rowniez z praktycznego punku widzenia. Sumerowie 3000 lat p.n.e.,
a takze pézniej starozytni Grecy natkneli si¢ na problemy praktyczne, ktére we wspdtczesnym
jezyku matematyki sg reprezentowane jako problemy znajdowania pierwiastkow wielomiandw.
Newton zaproponowal metode¢ przyblizonego znajdowania pierwiastkéw wielomiandéw definiujaca
cigg przyblizen. Caley w 1879 roku, analizujgc zachowanie metody Newtona do rozwigzywania



réwnania z'—1=0 na plaszczyznie zespolonej zauwazyl, ze znaleziony pierwiastek zalezy od
punktu startowego z,, a ponadto ciagg przyblizeh {zn}

n=0
problemu Caley’a w 1919 roku przez Julie doprowadzito do odkrycia zbioréw Julii, a nastepnie
w latach 70-tych XX wieku do odkrycia przez Mandelbrota fraktali, w tym stynnego zbioru
nazwanego jego nazwiskiem. Ostatnim odkryciem w historii znajdowania pierwiastkow
wielomianéw byto wprowadzenie do nauki przez Kalantariego [8, 9] tzw. wielomianografii (ang.
polynomiography). Wielomianografia oznacza wizualizacj¢ procesu znajdowania pierwiastkow
wielomianéw zmiennej zespolonej za pomocg metody Newtona, Halley’a, badZ innych metod
wyzszego rzedu, w szczegdlnosci metod nalezgcych do tzw. Rodziny Podstawowej (ang. Basic
Family) [9]. Pojedynczy obraz, ktéry powstaje za pomoca wielomianografii Kalantarii nazwat
wielomianografem (ang. polynomiograph). Wielomianografia, tgczaca matematyke ze sztuka,
tworzaca grafiki o walorach estetycznych zostata opatentowana w USA w 2005 roku.

Zarowno fraktale, jak 1 wielomianografy generowane sg za pomocg iteracji. Ksztatty fraktali
zdeterminowane s3 przez niewielka liczbe wspolczynnikéw, np. przez wspétczynniki uktadu IFS
(ang. Iterated Function System). Ksztalt fraktali trudno zmienia¢ w sposob przewidywalny. Fraktale
sa obiektami samopodobnymi, maja ztozong struktur¢ i sg niezalezne od rozdzielczosci.
Wielomianografy sg inne pod tym wzgledem. Ich ksztatt moze by¢ zmieniany w sposob bardziej
przewidywalny w przeciwienstwie do typowych fraktali. Wigksza elastyczno$¢ wielomianografii
przy generowaniu obrazéw wynika z nast¢pujacych faktow. Wielomian p stopnia n:

nie zawsze jest zbiezny. Rozwigzanie

_ -1
p(z)=a,z"+a, 7" +...+az+a, (7)

na podstawie Zasadniczego Twierdzenia Algebry ma n pierwiastkéw. Wielomian p jest dobrze
zdefiniowany przez zbiér wspoétczynnikéw {an,an_l,...,al,ao}, badz za pomoca n swoich
pierwiastkdw. Zatem stopieh wielomianu wyznacza liczb¢ basenéw przyciggania do jego
pierwiastkéw. Basen przyciggania dla danego pierwiastka z* utworzony jest przez zbiér punktéw
startowych z,, z ktérych ciag przyblizen zbiega do z . Zmiana potozenia pierwiastkéw na
ptaszczyznie zespolonej prowadzi do zmiany ksztattow ich basendw przyciggania, co w rezultacie
zmienia ksztatt wielomianografu przedstawiajacego proces wizualizacji przyblizonego rozwigzania
roOwnania p(z)=0. Zazwyczaj wielomianografy sa kolorowane w zaleznos$ci od liczby iteracji
potrzebnych do osiggni¢cia zadanej doktadnosci wyznaczenia pierwiastka wielomianu p oraz

wybranej metody iteracyjnej. Szczegétowy opis podstaw teoretycznych wielomianografii oraz jej
zastosowan praktycznych przedstawiono w [8, 9]. Podsumowujac, na wielomianografi¢ mozna
patrze¢ jako na teori¢ 1 zarazem narzedzie wizualizacji procesu znajdowania pierwiastkow
wielomianéw o wspoétczynnikach zespolonych. Wielomianografia ma wiele zastosowan w edukacji,
matematyce, nauce 1 sztuce.

Przypomnijmy, ze metoda Newtona dla danego wielomianu p jest opisana nastepujaca

zaleznos$cig:
Zn+l:Zn_p/(—Zn)? n:0’1’2’~-~y (8)
p(z,)

gdzie z,jest punktem startowym na plaszczyznie zespolone;.



Ciag {zn }:::0 moze by¢ zbiezny do pierwiastka wielomianu p, badz nie. Zbiezno$¢ oznacza,

ze po pewnej liczbie iteracji k znajduje si¢ przyblizenie pierwiastka z* z zadang doktadnosciag €.
Punkty startowe z, przyjmuja barwe zwigzang z liczbg wykonanych iteracji.

Przyktadowe wielomianografy przedstawiono na rys. 5.
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Rys. 5. Przyktadowe wielomianografy.

Okazuje si¢, ze w bardzo prosty sposéb mozna wizualizowa¢ wybrane klasy macierzy za
pomoca wielomianografii, w szczegdélnosci na przyktad macierze permutacyjne tzn. takie, ktére w
kazdym wierszu i kazdej kolumnie majg tylko po jednym elemencie réwnym 1. Niech I1= (ﬂ'lj)
bedzie macierza permutacyjng o wymiarach nXn. Z kazda macierza permutacyjng mozna
powigza¢ jednoznacznie wielomian o wspoiczynnikach zespolonych w nastgpujacy sposéb.

Elementowi (i, j) macierzy IT przypisujemy ®, =i+ ji, gdzie i=+-1. Nastepnie, uzywajac

macierzy II konstruujemy macierz IT = (ﬂ'ij), takg ze 1; =T j(1)- Macierz I przypomina

macierz transponowang do IT. R6zni si¢ jednak od niej tym, ze i-ty wiersz macierzy Il odpowiada
i-tej kolumnie macierzy transponowanej o elementach ulozonych wspak, tzn. od dotu do géry.
Wielomian zespolony stowarzyszony z macierza Il ma posta¢ [10]:

pa@=]Jk-o,). (9)

7[,'j=1

Przyktadowo, dla macierzy permutacyjnych 2x2 mamy:

[1 o} [o 1} — [o 1} — [1 o}
le ,H2: ,H1: ,H2: >
0 1 1 0 1 0 0 1 (10)

P (2)= (2= (1420 e = 2+1)). pp,(2)=(z—(+i)Nc—(2+2i))



Na rys.6 przedstawiono wielomianografy dla macierzy permutacyjnych II,,II,. Wyraznie

widoczna jest wystepujgca symetria w macierzach permutacyjnych i odpowiadajagcym im
wielomianografom. Wigcej wielomianograféw o walorach estetycznych mozna znalez¢ w [8, 9]
oraz w galerii prezentowanej na stronie http://www.polynomiography.com/.
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Rys. 6. Wielomianografy odpowiadajace macierzom Hl,I—I2 .
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5. Whnioski i dalsze badania

W pracy przedstawiono przyktadowe wzory uzyskiwane za pomocg iteracji wykorzystujac
trzy wybrane metody: systemy dynamiczne, biomorfy oraz wielomianografi¢. Kazda
z wymienionych metod generuje réznigce si¢ od siebie wzory, ale takie ze po wygenerowanych
wzorach mozna rozpozna¢ uzyta metod¢ do ich wytworzenia. Wygenerowane wzory odznaczaja si¢
walorami estetycznymi. Tak wigc moga stanowi¢ inspiracje dla grafikow komputerowych przy
realizacji projektéw zwigzanych z automatycznym tworzeniem estetycznych wzoréw uzytkowych
o roznych zastosowaniach.

Autorzy pracy planujg dalsze badania nad mozliwo$cig wprowadzenia miar oceniajacych
estetyke tworzonych wzoréw w spos6b automatyczny. W przysztosci méglby wiec powstac¢ system,
ktéry zwracatby wzory o zadanych przez uzytkownika parametrach estetycznych takich jak
symetria, ztozonos¢, wymiar fraktalny.

Interesujagcym kierunkiem badan jest zastgpienie iteracji Picarda przez iteracj¢ Manna lub
Ishikawy [2]. W przypadku metody opartej na systemach dynamicznych autorzy w pracy [6]
stosujgc iteracj¢ Krasnosielskiego (szczegdlny przypadek iteracji Manna) uzyskali istotne
rozszerzenie zbioru generowanych wzoréw, szczegllnie w przypadku mieszanych systemoéw
dynamicznych. Iteracje Manna i Ishikawy zastosowane do metody Newtona, jak pokazujg wstepne
eksperymenty, tworzg znacznie rdéznigce si¢ wielomianografy w poréwnania z tymi, ktore
powstawaly w oparciu o iteracj¢ Picarda. Podobne efekty zwigzane ze zmiang typu iteracji powinno
si¢ uzyska¢ rowniez w przypadku biomorfow.
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